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Uvod

Mili ¢tend,

Alespai autai obvykle neieskakuji Uvod, ke konci své prace se d& pousti a na-
zn&i, co mactend od dilacCekat. V dalSich kapitolach se snazime nabidnout latku
spolu s fpiklady, které by po feCteni, pochopeni a vgSeni nély st&it nejen k ziskani
zapdtu z fedmétll Matematika pro Geocomputation a Matematicky prosémaie
také k grekonani jinych matematickychgdnétd.

VétSinou se prvni probiraji mnoziny, které se ale Spaimpisuji bez znalosti pro-
ménnych a vyrok{. Obejit se bez prénrmych a mnozin u vyrokll nebo mnozin u pro-
meénnych také nejde. Z&name tedy ragji Cisly. Po prorénnych, vyrocich a mnozi-
nach gejdeme k vyraztim, abychom dale mohli pracovat s funkcepaishoupnostmi.
Po nich nasleduje latka gebna pro vyséovani pri@hu funkce. Rdali jsme i samo-
statnou kapitolu &novanou kuzelog&ém. Hiklady z ni dolde poslouZzi k proc\deni
kvadratickych polynoml a rovnic se @ma neznamymi.

Z textu by nelo byt patrné, Ze jednotlivé kapitoly mezi sebou spiSe nezemée
souviseji. Rozklad polynoml na fenovécinitele provadime podolénjako prvai-
selny rozklad. Operace s mnozinami se definuji pomoci skiddgoki. Mnoziny
jsou navictasto definovany pomoci rovnic a nerovnic. Poznatky Zférfech kapitol
nakonec pouzijemefpvySetovani prilghu funkce.

Vyklad kazdé kapitoly postupujed jednodussiho ke sloz&jSimu, naopak pi-
klady sloZigjSi rozkladame naékolik jednodussSich uloh. Matematikové se totiz vzdy
snazi fizplsobit postug’eSeni snadnych problémt na problémy komplik@ysin
Nejlépe to uvidime na vztahu mezi elementarnimi funkcemirk¢emi slozigjSimi.
Stai nagiklad znat grafy jednoduchych funkci a grafy mnoha dalsiestaneme jen
jejich posunovanim afpvracenim. Limity nebo derivace koégtich funkci zpravidla
prevadime na vypity s limitami nebo derivacemi elementérnich funkci. Navéba
i pFi feSeni soustavy rovnic s vice neznamymi dostavame pastoggolik rovnic
s jednou neznamou.

Velmi dobrymi podklady pro napséani byly knihy Matematick#&abyza pro I. se-
mestr od Jitky Kojecke, & doSkolska matematika v tlohach liaeRled stedoSkolské
matematiky od Josefa Polaka. Latka prvni knihy je zjednedasteti prace obsa-
huje navic pravélpodobnost, statistiku a geometrii. Nejen kuZetggsou gehledr@
zpracovany naiklad v utebnici Odmaturuj z matematiky 1 od Pa@armaka a Petry

Vv



Vi

Cervinkové. Do seznamu literatury jsofigany i sbirky fikladti vhodné k dal$imu
procviceni probirané latky.

Text, ktery se Vam dostava do rukou, slouzi k vyuce Matemairk Geocompu-
tation a Matematického prosemiea Rozhodg neni skriptem Matematické analyzy,
spiSe piruckou jak gistupovat k jednodussim matematickym Gloham a zapiston- D
fame, Ze bude proétSinuctendll banalni, ale nebudeme se zlobit, ani kdyZ ostatnim
aspa trochu pomuizZe, aby se dostali na Gnoymiebnou k dalsimu studiu matema-
tiky.

Slusi se také pdikovat recenzentlim, bez nichz by skriptum vypadalo&ipivak.
Na uplném konci GvoduétSinou auti vyzvou Ctende, aby je i oni zahrnulippomin-
kami a nanéty ke zdokonaleni textu, a pi@i jim hodré zabavy a Gsgchtl @i studiu.

Miroslav Rypka a Pavel Taek



1 | Cisla

Pravi matematici sicefpnechavajtisla (€etnim a sami se r&g vénuji obecijSim
mnoZzinam a jejich strukturam, ale @s i oni pofebuji rozlisit stranky, éislovat defi-
nice nebo utit pocet prvkl v souboru.

Ve zmirénych gipadech pouzivamgfirozena Cislapznaime jeN,

N={1,234, ...
Proceld Cisla pouzivameZ,

Z={..,6—-4,-3,-2-1,01234,..}

e

Pfirozenacisla jsou uzakené vzhledem k s@iu a soginu, coZ znamena, Ze Stet
nebo sodin libovolnych @irozenychcisel je girozenécislo. Celacisla jsou navic
uzawena vzhledem k ddtani. Kdyz chceme bezpeé clit,! tak je vhodné mnoZinu
celychcisel doplnit o vS8echny podily, kdezje libovolné celé g libovolné @irozené
Cislo. Ziskame takto mnozimacionalnich Cisel),

Q:{EZ),ZGZ,peN}.

Matematici-filozofové antickéhRecka povaZzovali jenfpozenégisla za krasna a na-
konec byli nuceni vzit na milost i racional@isla. Steje jako rektdi lidé dnes, nebyli
ochotni uznat iraciondlriisla, potebna nafiklad k vypaitlim délek thloficek nebo
obvodll a obsahll kruhu. Kdyby se v3ak iraciondlisia (7, e, /3 — 26) méla feba
ve skriptech vyskytovat ve skuiteém ponéru, na racionalngisla by se v textu viibec

nedostalo.

Poznamkd.1l Na swedomito méa speetnost racionalnich a nesminost iracionalnich
Cisel, jak se dozvime védti kapitole.

Mnozinu racionalnich a iracionalniatisel dohromady ozitéme R a Cisla v ni
obsazena nazvemnealna CislaOperace+, -, :, \5/), které budeme provéd, pak budou
pro nas mit smysl, pouze kdyz jako vysledek dostaneme ré&ie Nebude pro nés
mit smysl a zaroveani vysledek najjklad /—1.

Poznamkd..2 Nékdy se zéazuje i nula do firozenychCisel. Musime také davat pozor
na oznaeni rliznych podmnoziR jako R, lidi se autor od autora.

Toto bezpéi je ale vzdy narusenaatenim nulou.

1



2 KAPITOLA 1. CISLA

1.1 Hirozena Cisla

Uz vime, Ze pirozenaCisla nejsou uzaena vzhledem ké&leni. Pokud ale jeffrozené
Cislo ctlitelné jinym pgiirozenymcislem nez sebou samym a jeckou, nazveme jej
sloZzenym CislenZbyla Cisla se nazyvaprvocisla,ozna&ime si je pro svoji pdebulP,

P={2 3,57 11 13 17,19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47, ...}.

| kdyZ neni sloZené&islo 1 se mezi prv@isla néadi.
Cisloa déli &islob, prave kdyz se d&islob napsat jako sdtin prirozenychéisela
ak. Matematicky:
ab< b=a-k, proa, b, ke N.

SCisly:
1378, 78=13-6, 13 78 6 < N.

KaZzdé firozenécislo (krone 1) se da zapsat jako son prvctisel,
90=2-3-3-5.

Tato uzit&na vlastnost pomahé&ighledani nejmensich spdieych nasobkll nebadfip
zjednodusovani zlomka.

Slozen&islo gevedeme na s@in prvatiselnym rozkladem. Takovy rozklad exis-
tuje vzdy jen jediny, pokud jej zapisujeme od nejmenSiclogisel. Hi jeho hledani
postupujeme od nejmensSiho péisla (2) a zkouSime, jestliédi zkouman&islo. Po-
kud ano, éleni provedeme, pokud nggpdeme k dalSimu pnéslu. Kdyz provedeme
déleni, zkouSime@lit ziskané&islo znovu prvoislem, kterym jsmedlili, a pak prvo-
Cisly vetSimi. Pokud nenajdeme péislo prvaiselneho dlitele mensiho, nez je od-
mocnina z tohot@isla,Cislo uz bude prvéislem. Pro Geni tohoto postupu se pouZivaji
tabulky.

68| 2 135|3 460 97 1001
34| 2 45| 3
17|17 15| 3
1 5|5
1

[] cvigenil.1 Dopliite prazdné tabulky.

[] Re&enig7 je prv@islo narozdil od 466- 22.5-23 a 1001= 7-11-13.
[] cvigeni1.2

1. Je pravda, Ze 1385, 9|9377?

2. Ktera girozenéCislaa déli Cislo 64(a|64), ktera z nich jsou prvisla?



1.1. FRIROZENA CISLA 3

3. Ktera girozenéacislab déli Cislo 134(b|134), ktera z nich jsou prv@isla?

4. Kdyz zname proirozenéCislo rozklad na prv@isla, pak snadno najdeme vSechna
prirozenéacisla, ktera jej dli. Sta&i vzit vSechny rlizné sainy, které se daji zis-
kat z prv@isel rozkladu. Zkuste to vyuZzit ve@dchozich dvoufikladech.

5. Nejjednodussi zplisob jak systematicky hledat §ista je Eratosthenovo sito.
Postupuje se od nejmensicfirpzenychcisel (2,3,4,..) k vétSim a utuje se,
jestli jsou prvaisly tak, Zze se zkousi jejichetitelnost menSimi (uz nalezenymi)
prvocisly. Sta&i zkouSet jen prv@isla mensi neZz odmocnina ze zkoumaného
Cisla. Pro socin pofebujeme de Cisla, a nam std to mensi z nich. Kolik prvo-
Cisel je menSich nez 1007

[] Re3eniano, 1345=585 ne1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, pouze 2 je pdislall, 2, 67,
134, prv&isla jsou 2, 6[l'takovych prv@isel je 25

Matematikové v antickérRecku \ecgli, Ze prvaisel je nekonéné mnoho, a réli
pro to elegantni dlikaz. Kdyby bylo préisel konéné mnoho, mohli bychom to nej-
VetSi oznait tfebapmax Uvazujme sodin vSech prvéisel z\étSeny o 1, 23-5-7-
11-13-17--- pmax+ 1. Pro jakékolivCislo nastane jedna z moznosti, bud je prvo-
Cislo, nebo je slozené. Nasgslo je \etSi nez jakékoliv z prv@sel. Neni tedy pr-
vocCislo. Jako sloZenéislo by n&lo byt clitené rekterym z prv@isel. Ale protoze
Cislo 2.3-5-7-11-13-17--- pmax je célitelné kazdym z prvdisel, @i délenicisla
2-3-5:7-11-13-17--- pmax+ 1 kterymkoliv prv@&islem dostdvame zbytek 1. Proto
neni litelné zadnym z prviisel a nemiize byt slozené. Zepgpokladu konéného
poctu prvcisel dostavame nesmysl (spor).

Rozklad na prvoisla pouzivame k nalezeni néjgiho spoléného @litele a nejmen-
Siho spoléného nasobku. NetSi spolény cElitel je nej\etSi @irozenécislo, které
déli danéCisla. Nejmensi spoday nasobek je nejmensiipzenécislo, které je dli-
telné vSemi danyntisly. Pro de dana firozenéCislaa, b ozn&imeD(a, b) an(a, b).
Napfiklad D(45, 30) = 15, protoZze 1$45, 15/30 a \etSiCislo ne@li zarove Cisla 45
a 30.n(45, 30) = 90, protozZe 450, 30/90 a Zadné mensislo s touto vlastnosti nena-
jdeme. Firozen&cCislaa ab, pro kterdD(a, b) = 1 nazvemenesoudélnAzbylé dvojice
Cisel jsousoudélné.

Pri hledani nejmensich spdeych nasobkl a nefSich spolénych @liteldl vyu-
Zijeme jedinénosti prv@&iselného rozkladu. Pokud piéiglo nebo jeho mocninaédi
obécisla, @liijejich nej\etSiho spoléného eélitele. V gipade nejmensiho spat@ého
nasobku kazdé pnaislo, ipadré jeho mocnina, obsazené v rozkladsel musi dlit
jejich nejmensi spoly nasobek. A tak pnaselny rozklad nej@tSiho spoléného @-
litele obsahuje vSechna piisla nebo jejich mocniny, ktera jsou zarawerozkladech
oboucisel. NejmenSi spobay nasobek je zase stinem vSech prveisel s nejvysSsimi
mocninami, ktera nalezneme v rozkladech zadartysél.

Poznamkal.3. V nejmensim spoleném nasobku mlizeme tlanalogii sjednoceni
prvociselnych rozkladt. PodoBmej\étsi spolény célitel pfipomina prunik prvei-
selnych rozkladu.



4 KAPITOLA 1. CISLA

Snadno rozlozime

45 = 3.3.5,
30 = 2-3-5,
a dostaneme
D(45,30) = 3:5 = 15

n(4530 = 3-3.5-2 = 90.

Poznamkd.4. K hledani nejetsSiho spoléného eliteleCisel i vyrazli se pouziva Eu-
klidlv algoritmus. NejetSiho spoléného @litele Cisel 30 a 45 bychom hledali nasle-
dovre. Délime \etsicislo mensim a najdeme zbytek:

45 :30=1, zbytek 15
Cislo, kterym jsme @lili, se posune na pozici nétsihocisla a &lime ho zbytkem.
30:15=2, zbytek O

Nyni uz zbytkem @lit nelze, &islo 15 tak je nejgtSim spolénym cklitelem,
Zkusme je& hledat nejetSiho spoléného @liteleCisel 31 a 45:

45:31 = 1, zbytek 14
31:14 = 2, zbytek 3
1 4, zbytek 2
= 1, zbytek 1
= 2, zbytek Q

N WS
N W

Z D(31, 45) = 1 plyne, ZeCisla jsou nesow&na.
[] cviteni1.3 Najdete:

1. D(88,132), D(65,264), D(86,129,215),
2. n(42,21), n(32,56), n(88,132).
[J Regenia4, 1, 43121, 224, 264

1.2 Celacisla

Staroci matematikové ne@li Zadny dlivod pracovat se zapornygisly. Byli je
ochotni akceptovat, jen pokud byl vysledek vgpo nezaporny. V saiasné doé
vyspelé ekonomiky zase vychazeji z médisla kladna. RozBime tedy radji mno-
Zinu pirozenychcisel oc€isla k nimopacnaa 0. Ve vzniklé mnozié celychcisel
Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...} se pohodlg it4, nasobi a navic i éita. Je&
vice nez dive uplatnime znalost padi operaci a prace se zavorkami.

Napriklad

—2.(=2)—2:(3-4)+2-(3)—4=4-2:146-4=4-2+2=2,
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[] cvigenil.4 Spdiitejte:
1. -2-(=3)-(-4),
2.5-2.(3-4.2)—5:(-1),
3.4-6:(3-5)—6:3-5.
[] Re&eni-2402000

1.3 Racionalnicisla — zlomky

Dlvodem pro zavedeni racionalnitisel je jejich uzakenost vzhledem k&leni mimo
&isla 0.Rekneme, Ze zIomeg (p je Citatel, g je jmenovatel) je wvzakladnim tvaru,
jestlizeD(p, q) = 1. Pokud zlomek neni v zékladnim tvaru, miizeme provést kiacen
(nejvetsim) spolénym cElitelem, tedy vyélenicitatele i jmenovatele (neptSim) spo-
leCnym celitelem. Zlomek% je v zakladnim tvaru%—‘l1 neni v zakladnim tvaru, protoze
D(14, 21) = 7, a tak mlizeme kratit:

14 7.2 2
21 7-3 3
Pro vynasobeni dvou zlomki{ nAm Gitalynasobit obd&itatele i oba jmenovatele,
24 24 8
35 3.5 15

Opanou operaci ke kraceni je ro@sii zlomku, kdy zlomek nasobime zlomkem

se stejnym nenulovyrditatelem a jmenovatelem, ndklad % =1

>_53_ 15
6 6 3 18
Poznamkal.5 RozSfeni nengéni hodnotu zlomku, narozdil od odgjného nasobeni,
5 52 10
T
6" 6 3 18

Nejmensi spolény nasobek uplatnimedigscitani a o@itani zlomkd neboipjejich
porovnavani,

7,4 73, 42 73142 2
30 45 303 452 90 90
protoZen(30, 45) = 90. Podob# zjistime, Ze
4 1
21 ~ &
protoze
4.2 17

3
\V
8



6 KAPITOLA 1. CISLA

kden(21,6) = 42
Pouzit mlZzemekfiZzové pravidlo:

>

ol

Y

A

a po vynasobeni nerovnice &a jmenovatelidostaneme
4.6 > 1.21

Cisla po vynére Gitatele a jmenovatele, néglad %‘ a ';—51, nazyvameprevracena
Déleni zlomkl mizemefpvést na ndsobeni zlomkem, ktery dostaneme jé&eo p

vracené&islo k ckliteli:
2 4 25 25 10 5

3’5 34 3.4 12 6

SloZzené zlomkgostaneme, pokud setitateli nebo jmenovateli ziomku objevuje
zlomek. Vzniknout mohou podilem dvou zlomk:

S NIENTI)
N W
[210)\N]
N W
N_I ol

Ve slozeném zlomku miizeme kratit jak zlomkyCitateli a jmenovateli, takitatel
Citatele sCitatelem jmenovatele a jmenovatifatele se jmenovatelem jmenovatele,

8 24 4 2
4_27_7_1_9
6 23 2 1 ¢
21 3.7 7 1

Obcas se setkame seiSenymi zlomkyznikaji ze soGtu pgfirozenéhdisla a zlomku,
jen je vynechano plus,

4

Ml w

3
=44 —.
+4

[] cvicenil.5.

1. Ktery ze zlomkiZ3 a 5 je Vetsi?

6 126 6 2 ‘
2. Upravtesz, =535 a 31z na zakladni tvar.

3. Spatéte
10 7 12 126 32 18 15 28

1273 36 336 24 24’ 36 42

Seadanf M2 3 17/19 1 5
[] Reseni.;z0g, —3, 5 U%, —5. L 135

2Tuto Gpravu vice rozebereme v kapitole o nerovnicich
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[] Cvitenil.6. Zjednoduste:

1.

Seadanf2l 1 1 55
[] Reseni.z5, 75, —3 U332

1.4 Realnacisla

UZ st&i Rekové byli uchvaceni moZnostmi matematiky a mysleli, e s&el& po-
psat celymicisly, grinejhorSim jejich poréry. Kolem Pythagora vznikla v 6. stoleti
pf. n. . dokonce spi$ sekta nez Skola. @#ginové povazovali matematiku téfza
c¢ernou magii. Jeden z nich ale projevil mi@pefenou iniciativu. Zkoumal uhldjcku
Ctverce (ktera roz&luje Ctverec na dva rovnoramenné pravouhlé trojuhelniky) métra

1 a gredpokladal, Ze jeji délka pljde vyﬁétkacionélniméislemg v zakladnim tvaru.

2
Z véty svého titele \eckl, Ze (g) — 124 12, Tedy

pak ale musi byt v pniiselném rozkladp? alespd jednou 2, a protg musi byt sudé
(p = 2k, k je pfirozenécislo). MUzeme tak psat

(2K)?
@ 2

4k?

A

Po kracentislem 2 dostaneme

2k?

P
odkud plyne, Ze g musi mit ve svém prvdselném rozkladu 2, aby byl podil roven 1.
Bylo by tedy poteba, abyislapi g byla suda, ale tak se dostavame do sporiiedpo-
kladem, Ze zlomek je v zakladnim tvaru. Délka GliloRy jednotkovéhd@tverce §/2)
tedy neni racionalnirdislem. Timto ale velmi zklamal své dosavadni srae, tak jej
vyhodili z lodi a nechali utopit.

=1

’
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o v s

obor nez raciondlriisla, a to (kladna) realrisla.
V mnoziré realnychCisel pohodlg <itame, oditame, nasobime a&time (s vy-
jimkou 0). Pro tyto operace na reélnycislech &, b, c € R) plati:

a+b = b+a komutativita gitani
a-b = b-a komutativita nasobeni
(a+b)+c = a+(b+c) asociativita itani
(a-b)-c = a-(b-c) asociativita nasobeni
(a+b)-c = a-c+b-c distributivita ndsobeni vzhledem kéitani

Neopomeneme ani absolutni hodnotu realnéktaa. Definujeme ji

a proa> 0,
=1 4 proa < 0.

A tak | — 8| = —(—8) = 8, protoze—8 < 0, zatimco|8| = 8, protoZe 8> 0. Cislaa
a—anazyvame opana.
[] cviteni1.7. Spctéte co nejjednoduseiji:

1.
34.- 11— /25— 11-40+ (V24 1) - 6,

4-14-6/-[-5-(=2)]
|[=3-(=4)[—16-9 |

[] Regeni./20-2

1.5 Mocniny

Nyni si nadefinujeme moémi. Realn&isla umime mocnitifirozenoumocninou n

a'=a-a---a,acR,neN,
n

coZ snadno zobecnime na zaporné celé mocniny pro nenallova

1 1
S R— .
~ a-a---a’ae {0},neN
——

n

—Nn

Dale plati
a=1acR—{0}.

Pfi vypoCtech s pirozenymi mocninami budeme pouZivat nasledujici pravidl
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0 a.-a8= ar+s’
0 a:as=a"3
0 (ar)s =a's,
O a-b"=(a-b),kdea,bc R—{0},r,s€ Z.
Situace s necefidiselnymi mocninami je oéco komplikovagjSi. Z&neme odmoc-
ninami: .
Va=an=beb"'=a

Nagfiklad v/7 znamena hledatislo, které po umod@mi na 4 da 7. ProtoZe se ne-
daji hledat sudé odmocniny ze zaporngisel, definujeme necdlselné mocniny jen
kladnych realnycltisel.

Racionalni mocniny si mliZzeme vyjaidoomoci celych mocnin a odmocnin,

P 1
ad = (aP)a.

Iracionalni mocniny kladnych realnydisel si nijak nevyjadme, @i vypoctech mu-
sime spoléhat na pravidla @itani s mocninami a @ataC nebo kalkulaku.
Je feba davat pozor:

—22 4 (=2)%
Vlevo mocnimecislo 2 vpravo -2. Dostaneme

—22=_4a(-2)?=4

Paradi operaci hraje vyznamnou roli i jindy,
\/(—4)2=2

ma smysil, jelikoz zaporn&sla umime mocnit. Naproti tomu
. 2
(9

nema smysl, protoZe se po nas chce fiegglodmodiovat zaporn&islo. Nenajdeme
realné &islo, které by davalo vétvrté mocni® -4 nebo jakékoliv jiné zaporndslo,
protoZe jsme odmocniny (racionalni mocniny) definovaligeo nezapornéisla.

Pro realné mocniny kladnyatisel plati znama pravidla:

O a-as=as

a -
0 &=a"3

3Komplexnimicisly se zabyvat nebudeme.
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O (@)*=a"s,
0 a-b'=(a-b)", kdea,beR,ab>0,rseR.
Z prvniho vzorce vyplyne
56.52 _ £6+2 _ 8

nebo
27‘[. 2\@ —_ 27T+\@‘

Druhy vzorec pouzZijemédeba takto:

S
?:4 4 4~ =4
nebo )
T3 11 1
—l:T[3 6 :T[6‘
76

Na podobném ipkladé si jeS& ukazme chovani nulté mocniny,
43
4? =
U tfetiho vzorce si musime dévat pozor hléuma zavorky, bez nich by se zase
meénilo pdadi operaci,

433 40— 1.

(43)2 — 4342 — 46

naproti tomu
2

4% =49

Odmocniny obvykle fevedeme na mocniny a pouzivame zémia pravidla

¥5.85\ " [5i.58)  [5itE\
vs )\ s ) \s )
5l g T T
2 11 1 m
<§> = (52 4> = (54) — 57,
Z posledniho vzorce vychazast€né odmondovani. Napiklad
V20=V22.5=+22.\/5=2\5
[] cviteni1.8 Spcitéte:

1\ /5\ 4
24 (=43, 52412 (=) (=) ,2-2-2°
5 2

1.
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Y28, \/g, 3216 /0,027, ¥7-97.
[] Regeni16; -64; -144,04; 5 18 -608; 2; 6; 0,3;/7
[] cviteni1.9. Provedtetast&né odmocani:

V50+ V24,

2v/3—5V12+ /27— /75,
8v12— 6V54— 73+ 3716+ 4v250— 2\/147.
[] Reseni5v2+2Y2 03/30-53+8Y2

[] cvigeni1.10 Casto setisla zapisuji pomoci mocnigisla 10 tak, Ze se ponecha
jen jedna nenulovaislice ped desetinnogarkou. Jedna se semilogaritmicky tvar
Cisla

1. Upravte: 610°, 2,34.10°°.
2. ZapisSte naopak,00018 0,00000036

[] Reeni.6000000; 00000023471,8-10%3,6-10"7

[] cvigenil.11 Mocniny se uplatni i i pfevadni fyzikalnich jednotek, zapiste
235kg pomoci gramil a 5,12émomoci nf.

[] Regeni235000g, 512 10-4m?
[] cviteni1.12 Spcitejte:

1.
—43 (=2)* 272.5%3.10%
32 3P 7 23.52.10%
2. »
(3132 °3.3.8.[(57 % :[5:57%
3. ) 2
[2—2n . (_2)—2[’1—2] - [(_2)2“—1' 2—2n+1] ,n c N,
4,

NERRYE AN
[217 3/25" 223352
32 32

[J Reseni—22.3%,10003 35" 140—2-404, 25, 25575
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[] Cviteni1.13 Zjednoduste:

1.
62+V3. 621 V3. (622) 1L,
2. .
4\@-&-1_ } >t
4 ’
3.
3751
(32-5)m|"
4.
3\/7 V5T

[] Reseni101603 351709
Pripomaime pravidla pro moami sowtt a rozdill:

2—=a?+2ab+b?% abeR,

)

a—Db)? =a’—2ab+b% a,beR,
)
)

a+b = (a+b)(@—ab+b?),abeR,

o 0o o o o od

a®— b3 = (a—b)(a®+ab+Db?),abeR.

Poznamkal.6. Druhé mocniny zapornychisel jsou nezaporné, protda -+ b)? > 0,
a tedya?+ 2ab+ b? je nezaporné pro jakakol®, b € R. Stoji za povSimnuti, Ze naroz-
dil oda? — b? = (a— b)(a+b) pro sodeta? + b? zadny rozklad na sdin neexistuje.

Pomoci vzorcl snadno umocnime:
(5-v2)3=5°3.52/243.5(/2)2— 2" =125 75/2+15.2—2\/2=155-7T7/2

[] cviteni1.14 Jak byste pomoci vzorct bez kalkthg spditali

182 — 162, 422 - 3%, 108 — 11227

[] Resenigisla maji tvam? — b?, 6802437880
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Vzorce pouZijemeasto i Upravach vyrazil, dopbvani na Uplné&tverce a pro
usnmerréni zlomkd s odmocninami ve jmenovateli. Pokud mame ve kipdruhou
odmocninu ve jmenovateli, obvykle se ji mlizeme zbavit viyod rozSfenim zlomku
tak, aby se odmocnina dostala pod druhou mocninu,

1 12 V2 V2
V2T VZVZ (VR 2

Min s

11 1—[2_1—\@___ 5
V2 1nvE 1va Bo(yar YAmval

Musime davat pozor na fadi operaci, ve jmenovateli nasobifier v/2)(1— v/2).

[] cvigenil.15 Usmérréte:

1.
1 38143 B8 8
V3 V5 V2 1-v3 1-VE 4-2V2
2.
V2 v2-3 (V3-8 (v2-3)
V2-V3+v5T (V2-3)V2'  (3-v2)V3
3.
(V2+1)3+(vV2-1)?
22 ’
4.
1 1 1 1

VItV2 V243 Vv T J/eet V100

[] Regeni 2, Y15 2. —(2+/3), —2(1+/5), 4+ 220

—(
. VAE V3
\/6+g>+\/E’ %7 = )D3 \/§D9
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2 Proménneé a vyroky

2.1 Proménné a kvantifikatory

Kdyz staroeci Egyptané stadli pyramidy a chéli spcitat objem pdebného kameni,
méli na to navod. Naipklad: Mas pyramidu sétvercovou zakladnou se stranou 60 me-
trll a vy$kou 50 metril. Vynasob 60 krat 60, a dostanes plpodstavy 3600rh Déle
soLEin vynéasob 50 a jednotigtinou. Ziskal jsi objem pyramidy 60008nKdyZ chél
nékdo staet pyramidu s jinou vySkou nebo hranou podstavy, dosadijesirodnoty
misto 50m a 60m. My budemé@gml stavbou mist6isel a navodu Egyptanil pouzivat
promenne, .
2
V= 3a V.

ProtozZe délka hrany podstavy nebo vySka jsou nezapuste doplnime jeéta, v e
R,a,v>0.

Proménn&astupuje prvky @jaké mnoZziny, kterou nazyvarobor proménnéZnak
€ znamena, Ze proémna neb@islo paki do mnoziny, nebo jinak, je z mnoziny.

Nagiklad, platij = 1, =23 =1, % = 1. Tedy podil dvou stejnychisel kron& 0
da 1. Mdme mnozinik — {0} a jeji prvky bude zastupovat pr@nnap. PiSeme

gzl, peR—{0}.

KdyZ budeme chtit zapsat, Ze $et i po sok jdoucich pirozenychCisel je @li-
telny femi, post&i nam také jedna proamna. Nafiklad 3/(22+ 23+ 24). Pronennou
n ozn&ime teba prvni Zisel. DalSiislo pak bude + 1 a nasledujicn+ 2. Oborem
budou vSechnafpozenécisla. ZapiSeme

3[(n+n+1+n+2),neN.

Po dosazenifrozenychCisel dostaneme soet kterychkoliv i po soke jdoucichCi-
sel.

Zkusme zapsat, Ze u sttu dvou redlnycltisel nezavisi vysledek na jzali (ko-
mutativita), napiklad 3+56=56+3. Pro zapis budemeittovat de pronénné s obory
R

Y

at+b=b+aabeR.

15
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[] cvigeni2.1 Zapiste pomoci progmné:
1. Sotin jakéhokoliv realnéhaisla s nulou je roven nule.

2. Asociativitu sogtu realnychtisel, u sottu ti Cisel nezalezi, jestli nejtve <i-
tam prostedni s prvnim nebo s poslednim.

3. Distributivitu nasobeni vzhledem kéitani realnycltisel.
4. Cislo 6 &li rozdil et a prvni mocniny rozenéhdiisla.
5. UzavenostN pro itani, sogin.
[] Reseni.
1.a-0=0,acR,
2. (a+b)+c=a+(b+c),a b, ceR,
3. a(b+c)=ab+aca b,ceR,
4. g(n*—n),neN,
5. a+beN,a-beN,a beN.
MOZeme pouzit jakékoliv pismeno pro nazev péomé, i ies ucité zvyklosti:
O Pro girozené&cisla secasto pouzivan, n.
0 Ve funkcich uvidimex, y, z t, u, v.

0 Parametry s&asto oznéuji a, b, ¢, p, g, tfeba pro kvadraticky tréjen ax? +
bx+c.

[0 1T, e naopak nejsou proémné, ale konstanty. N&mmusime davat pozofrige-
rivovani a integrovani.

Spolu s pror@nnymi se v zapisech pouziva kvantifikatozneCici, ze vztah plati
pro vSechny prvky (&tSinoucisla) z oboru pro@nneé:

a+beN,vVa beN.

Musime jej rozliSovat od kvantifikatord, ktery pouzivame, kdyZ chceme napsat, Ze
pro alespa jednocislo z oboru pror@nné @co plati.
Napriklad plati, Ze existujeifrozenécislon tak, Ze nasledujici podil d&ipzené
Cislo:
n—3

an D — .
eN n—4€N
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Ale rozhodré toto tvrzeni neplati pro vSechnérpzenécisla. Najdeme jediné takové
prirozenécislo, a to 5.
Tvrzeni bychom mohli zapsat pomoci kvantifikataty ktery pouzivame, kdyz
existuje prae jednoCislo nebo prvek s Gitou vlastnosti,
n—3

dneN: — eN.
nec n_4€

Tento kvantifikator bychom zase nemohli pouzit pro tvrzeni

dne N: E € Z.
n—4

Tvrzeni by nebylo pravdivé, protoZze snadno najden&disia 3 a 5 s touto vlastnosti.

KvantifikatorV s prislusnou prorénnou a jejim oborem se da psétgi po jedno-
duchém tvrzeni. MlZeniict, Ze pro vSechnanéco plati i Ze &co plati pro vSechna
Kvantifikator 3 s pfislu$nou prorénnou a oborem pieme naatku tvrzeniRikame
jen, Ze existuje, pro které @co plati, ne naopak.

Narazime vS$ak i na slo&jSi tvrzeni s vice proémnymi i kvantifikatory. MiZeme
tfeba pronést, Ze pro kazdé célélo existuje celéislo tak, Ze jejich saiet je nulovy:

VacZ3dbeZ:a+b=0,

Nemeli bychom ale pravdu, kdybychom tvrdili, Ze existuje céliglo tak, Ze pro kazdé
celécislo je jejich soaet O:

JacZvVbeZ:a+b=0.

V zapise &chto tvrzeni se pouzéghodily kvantifikatory:
Casgji sefekne v fipace prvniho, pravdivého, tvrzeni, Ze pro libovolméajdub
takové, Ze jejich saiet je nulovy.

[] cviteni2.2 Zapiste, ze

1. existuje alespdjedno firozenécislo takové, Ze jeho odmocnina jérpzené
Cislo.

2. pro kazdé redlnéislo je soget jeho druhé mocniny a 1 kladny.

3. pro kazdé kladnéislo je soget tohotoCisla a jeho pevracené hodnotyéiSi
roven 2.

4. existuje jediné kladnéislo takové, Ze saiet tohotcCisla a jeho pevracené hod-
noty je roven 2.

5. pro kazdé nenulové reéligéslo najdu realnéislo, tak Ze jejich saiin je 1.

6. existuje realnéislo takove, Ze pro vSechna reafiidla, je jejich sodin nulovy.
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7. Zkuste napsat pravidla pro maeni s cel@iselnymi a realnymi mocninami.
[] Regeni.

1. JaeN: JaeN,

2. X%+1>0VxeR,

3. p+£>2VpeR, p>0,

4. NpeR,p>0:p+1>2,

5.VvacR—{0}dbeR:a-b=1,

6. dbcRvVceR:b-c=0.

2.2 Vyroky

Tvrzeni, ktera jsme zapisovali, se matematicky nazywapky.

Definice2.1 Vyrok je kazda oznamovaciéta, u které ma smysl uvazovat, jestli je
pravdiva nebo nepravdiva.

,ones je atery.”
Tento vyrok je v Utery pravda, jiny den v tydnu nepravda.
O véte
~EXistuje mimozemsky Zivot.”

nejsme schopni rozhodnout, jestli je pravdiva, neboRika se jihypotézaVyrokem
by se stala, kdyby ji @kdo dokazal, nebo vyvratil. Ani

»,P0zor na psa.”

neni vyrokem, protozZe to neni oznamovagia:
My se budeme setkavat spiSe s vyroky

4|8

3:5=15
pravdivymi, kterym pifadimepravdivostni hodnotd, nebo s vyroky nepravdivymi

1 _1+1
1+52 = 52’
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\/ (X3) =xv¥x e R.

Takovym fifazujeme hodnofuo.
Vyroky kvuli jednodusSimu zachazeni ofngeme velkymi pismeng, B, C, .. .,

~ -

Cl

C=46.

PiSemeP(C) = 0 pro nepravdivy vyrok nebB(4|8) = 1 pro pravdivy vyrok.
Z jednoduchych vyrokt skladanwgroky slozenéJzivame pitom logické spojky:

0 AAB  konjunkce vyrokl,

0 AvB disjunkce vyrokd,

0 A= B implikace vyroku,

0 A< B ekvivalence vyrokd.
Cist budeme:

O AAB Aazarova B,

0 AvB AneboB,

0 A= B jestlizeA, pakB,

0 A< B Aprawe tehdy kdyZB.

Pravdivostni hodnoty slozenych vyrokll najdeme v tabulte 2

A | B| AAB| AvB | A=B | A&B
11 1 1 1 1
1|0 0 1 0 0
01 0 1 1 0
0|0 0 0 1 1

Tabulka 2.1: Pravdivostni hodnoty sloZzenych vyroki

Nejjednodussi pouziti tabulky je @¢eni pravdivostni hodnoty sloZzeného vyroku
z pravdivostnich hodnot jednoduchych vyroki{l. Hodnotyhutae se daji vnimat tak,
Ze pokud jsou dva vyroky pravdivé, jsou pravdive i jejich korkce, disjunkce, impli-
kace, ekvivalence. Pro nepravdivy vyréla pravdivyB (pfedposlednfadek tabulky)
jsou pravdivé jen jejich disjunkce a implikace.

Inebo v pisemkach 5, 4, F..
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UvaZujme jednoduché vyroky:
A=, Cislo 3 je ffirozené.”

B =, Cislo 3 neni pirozené.”

Pomoci jejich pravdivostnich hodnot
P(A)=1, P(B)=0
dokazeme Wit i pravdivost slozenych vyroki
P(AAB)=0, P(AVB)=1, P(A=B)=0, P(A< B)=0.

Casto ale pouzijeme tabulku i naopak. Kiltfad, kdy? je konjunkce dvou vyrokl
pravdiva, musi byt oba vyroky pravdivé. V matematicky@tach se pouziva hlagn
spojka implikace. Kdyz je tvrzem pravdivé a tvrzenA = B takeé pravdive, pak podle
tabulky nezbyva, nez aby i tvrzesi bylo pravdivé. V tabulce pravdivostnich hod-
not to znamendP(A) = 1 se nachazi v prvnich dvdadcich, z &chto dvouradki je
implikace vyrokl pravdiva jen v prvniitadku pro ol tvrzeni pravdiva.

PovSiméme si také, ze pro konjunkci, disjunkci a ekvivalenci nezaha poadi
jednoduchych vyroka:

P(AAB) =P(BAA), P(AVB) =P(BVA) P(A< B) =P(B < A).

Projevi se to u rovnosti, priiniku a sjednoceni mnozinclejiezavislosti na gadi
mnozin.

Negaci vyroku Abzna&ime—A (viz nasledujici tabulka). Je to vyrok, kterémuém
nime pravdivostni hodnotu pomoci:

.Neni pravda, Zé\.”

.Neni pravda, Ze dnes je Gtery.”

nebo
,Dbnes neni Utery.”

Al -A
1 0
0 1

Spojky nepouzivame ke konstrukcim typu:
5|12 = dnes je utery

i kdyZ podle tabulky mtiZze byt vzniklé tvrzeni pravdivé. 3imae se o &cnou souvis-
lost.
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Pokud se v tvrzeni vyskytuji praanné bez kvantifikatoru, jedna sevgrokové
formy,nagiklad
2|X,

x> 0.

Vyrokové formy se zné A(x), B(x), ... Vyroky se z nich stanou bud' dosazenim za
promeénnou, neboipdanim kvantifikatoru,

2|4,

VxeN: 2|x,

az potom ziskaji pravdivostni hodnotu.
Matematické @ty maji negasgji tvar vyroku

Vx e D : A(X) = B(X),

Ix e D: A(X) = B(X).

Vyrokové forme A(x) sefika predpoklad vétyyyrokové forne B(x) tvrzeni vétyPro-
toZe matematickéaty predstavuji pravdivé vyroky (implikac&(x) = B(x) musi pla-
tit pro kazdéx € D), platnostA(X) post&uje pro platnosB(x)vx € D. Mezi okéma
vyrokovymi formami se samdejmé predpoklada &cna souvislostCasto se obecny
kvantifikator vynechava a zapisuje se j&fx) = B(x). Rekne se, jestlize plati(x),
plati i B(x). Z vyroku

Pro kazdé firozenécCislon plati, je-lin délitelné 6, pak je sudé.

nékdy zlstane
»Je-li pfirozenécislo ctlitelné 6, je sudé.”

Matematické @ty jsou pravdivé, protoze se daji dokazat. Nejjednodugsiinso-
bem dlkazu &ty ve tvaru
vxe X A(X) = C(x)

je dukaz pfimyChceme-li dokazat pravdivost implikade= C, sestavujeméetézec
pravdivych implikaci

AZ>B]_,B]_:>Bz,...,Bn,1:>Bn,Bn:>C,

tedy
A=B =By=.---=B,=C,

odtud pak plyne pravdivost dokazované implikace. Kdyz g/givé tvrzeniA i impli-
kaceA = By, je pravdivé iB1, kdyz je pravdivéB; i implikace B; = By, je pravdivé
iBg, ...
Zkusime dokéazat
¥ne N:nje sudé= n? je sudé.
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Sestavujemeéetezec pravdivych implikaci:
VneN:njesudé= Fke N:n=2k= n?=4k? = 2.2k? = n? je sudé.

Uz jsme také nejednou pouZili diikaz sporem. Vyjdeme z tdabeqyokud negace
vyroku A je nepravdivy vyrok, pak je&\ pravdivy. Chéli jsme dokazat nekogaost
poctu prvatisel, fekréme vyrok A. UvaZovali jsme jeho negach, Ze prva@isel je
kone&né mnoho. Z konénosti prv@&isel jsme odvodili nepravdivy vyroB, Ze Cislo
2-3-5----pmax+ 1 neni ani sloZenéislo, ani prv@islo. Dokazali jsme tak pravdi-
vost sloZeného vyrokwA = B. Z tabulky pravdivosti slozenych vyrokll vidime, ze
—A musi byt nepravdivy, aby mohl implikovat nepravdivy vyrak gravdivého vy-
roku nelze odvodit nepravdivy). Protozé\ je nepravdivy A bude pravdivy. Protoze
prvocisel neni konéné mnoho, bude jich nekoteé mnoho.



3 Mnoziny

3.1 Zakladni pojmy

Mnozinaje z&kladni pojem matematiky, a protdépto) se nedefinuje. MnoZinou ro-
zumime souhrigi skupinu objektll. Mnozinu zadame tak, Ze oZinge objekty, které
do ni pati. Pokud prvekk paffi do mnozinyA, zapiSemex € A, pokud nepdi piSeme
X ¢ A. Mnozinu zadavame dma zpUlsoby:

0 Vyjmenujeme vSechny jeji prvky,
{Hynek, Vilém, Jarmil,
{...,—6,-4,-2,0,2,4,6,...}.

[0 PopiSeme charakteristickou vlastnost prvklli mnoziny. ¢&ima prv@isel \et-
Sich nez 5, mnozina vSech krychli.)

Pri zadavani charakteristické vlastnosti prvkli mnoZingf@iloujeme mit danu mno-
Zinu v8ech prvk, které nas v tu chvili zajimdjka se jiuniverzumznai seU. Zapis
pak vypada:

M= {xeU;V(x)}.

V(x) je vyrokova forma ax € U je prvkem mnozinyM, pokud jeho dosazenim do
V(x) ziskame pravdivy vyrok.
Prikladem je mnozina
M= {xeN;x< 6}.

UvaZujeme tedy jen ofpozenychCislech(x € N). Z vyrokové formyx < 6 dostaneme
pravdivy vyrok 1< 6 prox = 1. Podobm je pravda, Ze 2 6 prox = 2 nebo 5< 6
pro x = 5. Naproti tomu neplati & 6 prox = 6. Nepravdivy vyrok dostaneme i pro
vetSicisla, napiklad P(156 < 6) = 0, a tak tataCisla§ 7, ..., 156, ... do mnoZinyM
nepafi. Tedy jencisla 1 2, 3, 4, 5 budou pdit do M. MUZeme psat

M = {1,2, 3, 4,5}

lKromé znaku , ; ” se v zapisu mnoziny odhlije vyrokova forma i pomoci ,:”, | " nebo , , ”.

23
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Ve vyrokovych formach pouzivame logické spojky. ZapiSefebd mnozinuM;
prirozenychCisel celitelnych 2 a zarove 3,

M; = {x € N; 2|xA 3|x}.
Prvky My maji zarové dve vlastnosti, a tak
M; = {6,12,18,...}.
Zménou spojky dojde k zasadni &me
Mz = {x e N; 2|xV 3|x}.
Prvky M, maji aspd jednu ze dvou vlastnosti, a tak
M, ={2,3,4,6,8,9,10,12 ...}.

MnoZzina, kterd neobsahuje Zadné prvky, se napnéadna mnozinaznai se 0
nebo{}. Mnozina girozenychCisel \étSich nez 5 a mensich nez 4 je prazdna,

{xeN;x>5Ax< 4} =0.
Rekneme, Ze mnoZina je podmnoZinou BkdyZ kazdy prvekA je i prvkemB.
PiSeme
ACB&WxeU: xe A= xeB.

Poznamka.1 Pro zapis podmnozin se&kdy pouzivéA C B. Pomoci znakuC se pak
zapisuji vlastni podmnoZink C B, kde A £ B.

Mnoziny se rovnaji, jestlize kazdy prvek mnoZziAye prvkem mnoZzinyB a kazdy
prvek mnozinyB je prvkem mnozinyA. PiSeme

A=B&eVxelU: xe A xeB.

Sjednocenim mnozin, B je mnozina vSech prvkd, které paalespd do jedné
Z nich,
AUB={xeU;xeAvxeB}.

Plati:

0 AUA=A,

0 AUB=BUA,
O AUD=A,

0 AcB=AuUB=B.
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Nag‘iklad druhy vyrok snadno ukdzeme z definice sjednoceni.
AUB={xeU;xe AAxeB} ={xeU,xe BAxe A} =BUA

Vyuzili jsme nezavislosti konjunkce na faali vyrokl a dostali jsme defini@U A.
Priinikem mnozin AB je mnozina vSech prvkil, které patlo obou &chto mnozin
zarove,
ANB={xeU;xec AAxe B}.

Plati:

O ANA=A,

0 ANB=BNA,
O AND=0,

0 ACB=ANB=A

[] Cviteni3.1 Umgli byste dokazat druhé tvrzeni?
Rozdilem mnozin A je mnozinaA — B vSech prvk, které pétdo A, ale ne ddB,

A—B={xeU;xe AAX¢ B}.

Velmi ¢asto budeme pouzivat rozdil mnozin pro zapis défiich oborli funkci
s ,dirou” (R —{1}).
Plati:

0 A—A=0,
0 A—0=A,
0 0—A=0,
0 A-BCA

PokudA c B, fikame rozdiluB — A doplrek mnozinyA v mnoziré B. Jestlize je
mnozinaB univerzemfikame rozdiluB — A doplnék mnoziny A zn&imeA’ neboA°.
Doplikem k mnozigé M = {3, 4, 5} v mnozire N je mnozina

M'=N-{3,4,5} ={1,2U{6,7,8,...}.
[] cviteni3.2 Zapiste prvky mnoziny:
1. {neN;n<5},
2. {neN;3InAn< 11},
3. {ne N; n|56},
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4. {ne N;n=4k—1, k€ N}, kje pomocna pro@nna, kterou é&dy musime po-
uzit, feba abychom zapsalétiteInostCislem se zbytkem.
5 {neN;4|(n+1)},
6. {xeR;x=J+2km, ke Z}.
[] Regeni.
1. {1,2,3, 4},
2. {3,6,9},
3. {1,2,4,7,8, 14,28 56},
4.{3,7,11,15,19, ...},
5. {3,7,11,1519, ...},
6

_Im _3m 1m 5m o

R i AN LAEL L

[] cviteni3.3 Zapiste mnoziny:

prirozenychcisel mensich nez 10,
pfirozenychcisel @&litelnych d¥ema,

lichych girozenychCisel,

sudych pirozenychCisel menSich nez 10,
realnychtisel \etSich nez -3 a mensSich nez 5,

racionalnict€isel mensich nez 3 nebétdich nez 5,

{1, 4,9, 16, 25 36}.

N oo o & w NP

[] Reseni.
1. {1,2,3,4,5,6,7,8 9} ={neN; n< 10},
2. {2,4,6,8,10,...} ={neN; 2In} ={ne N; n=2k ke N},
3.{1,3,5,7,9,...} ={neN; 2|(n+1)} = {ne N; n=2k+ 1, ke N},
4. {2,4,6,8} ={neN;2nAn< 10},
5 {xeR;x>-3Ax<5}(=(-3,5)),
6. {xeQ;x< —-3Vvx>5},
7. {neN;n=k>, ke N k< 7}.
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3.2 Realna osa

Podmnoziny mnoziny realnyctisel znazatujeme na fimce. Zvolme si na ipmce
bod O a napravo od & bodJ. Vzdalenosti bodiO a J budemefikat jednotka.Na
primce nyni mlizeme znazornit jakékoliv redldislo r. Kladné ¢islo r bude lezet
napravo vr—nasobné vzdalenosti 0@ nez J. Zapornécislo r bude lezet nalevo
Vv r—nasobné vzdalenosti ddnezJ. Této @imce budeméikat realna osaa realnym
¢isltim body reélné osy.

Nejcasgji se na reélné ose znanaii intervaly. Jsou to mnoziny realnycbisel
ohrantenéCislyaab:

={xeR;a<xAx< b},

b)
a,b) = {xeR;a< xAx< b},
a,b) = {xeR;a<xAXx< b}.
a,b)y ={xeR;a<xAx<b}.
Intervaly nemusi byt ohraéény:

(—o0,b) = {x € R; x < b},

(a,00) = {xeR;a<x},

(—o0,00) = {x€ R} =R.
Poznamka.2. ProtoZero, —c nejsou redlngisla a nepdit naciselnou osu, pouzivame
kulatou zavorku.

Graficky se patcnost krajniho bodu k intervalu oztwge kol&€kem, prazdnym,
kdyZ je interval otefeny a bod do @éj nepaii, plnym, kdyZ je interval uzaeny a bod
do rej pafi.

‘H <—> ‘(—)‘H H‘
-2 0 J=1 '3

Obrazek 3.1: Realna osa

Stejré jako kazdému realnéntislu @ifadime jediny bod nafgmce (poté co na
ni zvolime bodyO, J), tak mizeme naopakipadit kazdému bodu osy jediné realné
Cislo. VetSinou budeme dale ztiabodJ jako 1.



28 KAPITOLA 3. MNOZINY

Obrazek 3.2: Znazoémi intervalli(—3, 4) a (6, «)

Definice3.1 Necht'c, 6 € R, & > 0. Oteveny intervallc— d, c+ &) se nazyva—okoli
boduc, zn&li seUs(c), Cislod se nazyvgpolomer okoli.

Definice3.2 Necht ¢, d € R, d > 0. Sjednoceni otdenych intervallic — J, ¢) U
(c, c+ 9) se nazyvaedukované (prstencové)-okoli boduc, zn&i sePs(c).

Setkdme se s vice zapidy-okoli c:
Us(c) ={xeR;xe (c—9d,c+9)},
Us(c) ={xeR;c—9d <x<c+9d},

Us(c) ={xeR;|c—x| < d}.

10
[¢
w@®

Obrazek 3.3: Redukované 2-okoli bodu -5 a 2-okoli bodu 1

[ cviteni3.4

1. ZapiSte redukované 2-okoli bodu -5.

2. Jak byste zapsali redukované okoli ba@u
[] Regeni.

1. Py(—5) = (~7, -5)U(~5, -3).
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2. Ps(c) ={xeR;xe (c—9d,c)u(c,c+9)},
Ps(c) = {xeR;x#c,c—d <x<c+d},
Ps(c) ={xeR;0< |c—X| < d}.
Definice3.3 Nechtc, d € R, > 0. Polooteveny interval(c, c+ &) se nazyvéravé
d0—okoliboduc, zn&i seUs(c), Cislod se nazyvéa pologr okoli.

Definice3.4. Necht'c, § € R, & > 0. Oteweny interval(c— d, c) se nazyvéevé redu-
kovanéd—okoliboduc, zn&i sePs(c).

Poznamka.3. Okolim boduc secasto mysili i jakykoliv otekeny interval obsahujia.
Takovy interval pak vzdy obsahuje &jaky symetricky, ktery by vyhovovakpdchozi
definici okoli.

Na tomto mist uvedeme i definice hromadného bodu mnoziny, ktery budeme po
tfebovat pi zavadeni limit.
Definice3.5 Necht M C R. Bod x € R se nazyvdromadny bodnnozinyM, jestlize
kazdé okoli bodx obsahuje nekor@®@ mnoho bodli mnoZiny.

Méame i dalSi moznost:

Definice3.6. Necht M C R. Bodx € R se nazyva hromadny bod mnozin; jestlize
kazdé redukované okoli boduobsahuje aspojeden bod mnozini.

Poznamka.4. Hromadny bod mnoziny do této mnoziny nemusifpa¥ prvni defi-
nici by st&ilo fict, Ze aspn dva body musi péat do M v jakémkoliv okoli bodw. Ten
druhy bod oproti redukovanému okoli totiZ miize byt samdingi x. Pro nas nejza-
jimavejsi hromadné body budou okraje intervalll. At uz krajnd lpafi nebo nepat
k intervalu, je jeho hromadnym bodem (st&jako vSechny body uvrijt

Definice3.7. Bodx € M, ktery neni hromadnym bodem mnoZzily, se nazyvazolo-
vany bodmnozZinyM.

Izolovanému bodu mnoZinyl tedy najdeme takové redukované okoli, Ze&mmn
nebude zadny bod mnozimy.

[] Cviteni3.5 Uvazujte mnozinyA = (3,5), B={3,4,5, 6}.
1. NajcéteAUB, ANB, A—B.

2. Najcéte hromadné a izolované bodchto mnozin.

3. Jaké jsou mnozinové vztahy mezirpzenymi, celymi, racionalnimi a realnymi
Cisly.

[] Reeni.
1. AUB=(3,5)U{6}, AnNB=4, A—-B=(3,5) — {4}.

2. Hromadné bodAUB = (3,5), ANB =0, A—B = (3,5). I1zolované bodyAU
B= {6}, ANB={4}, A-B=0.

3. NCZcCcQcCR
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3.3 Kartézsky soutin mnozin a zobrazeni

Pripomeime si pojmy kartézského stinu mnozin a zobrazeni, které nam budou uzi-
tecné pro pochopeni funkai—tici prvkii x1, Xo, ..., X, rozumimen—prvkovou mno-
Zinu{xy, X, ..., Xn}. U ni ndm nezéaleZi na padi. Pokud ale @ime pdadi, ve kterém
prvky nasleduji po sal stanovime prvni, druhy,. , n—ty prvek, dostavame uspi
danoun—tici prvk{, neboli konénou posloupnost, kterou oziiene (X1, Xz, ..., Xn)
nebo (Xk)p_,, kden e N,n > 2. Aby se d& uspdadanén—tice rovnaly, musi se
vSechny prvky na stejnych mistech rovnat:

(X1, X2, -+, %Xn) = (Y1, Y2, -, Yn) & (X1 =Y1AX2 = Y2 A= AXn = Yn).

Kdyz jsou dany d& mnoZinyA, B, mliZzeme vytvéit mnozinu vSech uspgada-
nych dvojic(x, y), x € A,y € B. Tuto mnozinu nazyvamkartézskym sou€inemno-
Zin A, B, ozn&ujeme jiA x B. Podobm@ bychom mohli pro mnoziniy, Mo, ..., My
vytvorit kartézsky sotin M1 x Mz x --- x Mp, mnozinu vSech usgadanychn—tic
(X1, X2, -+, Xn) Prvklixy € My, Xo € My, ..., Xy € M.

Budeme uvazovat @&/mnozinyA = {—1, 4} aB = {10, 15, 16}. Dostaneme kar-
tézsky sotiin A x B = {(—1,10), (—1, 15), (—1, 16), (4, 10), (4, 15), (4, 16)}. Pro
nas nejdbileZ&jsi bude kartézsky séin R x R = R? vSech dvojic redlnychiselR? =
{(xy),x yeR}.

[] cviteni3.6.

1. Najcéte prtinik a sjednoceni mnoziy B,
A: {(27 3’ 4)’ (47 3’ 2)7 (37 47 2)}’
B=1{(4,3,4),(2,3,4),(4,3,2),(2,4,3)}.

2. Mame dany mnozinp = {1, 2,3}, B={b, c,d}, C={y}.
NajdéteA x B, Bx A, Ax A(=A?), AxBxC, C2.

3. Zapiste prvky mnoziny(x, y) € N2, x < 10,y = x?}.

[] Reseni.

1. AnB=1{(2,3,4), (4,3,2)}
AUB={(2,3,4),(4,3,2),(3,4,2),(4,3,4),(2,4,3)};

2. AxB={(1,b), (1,¢), (1,d), (2,b), (2,¢), (2,d), (3,b), (3,¢), (3,d)}
BxA={(b1),(b,2),(b,3),(c1),(c?2),(c3),(d1),(d,2),(d3)}
A%2={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1), (3,2), (3,3)}

(17 C, V)7 (17d7y ’ (27 bv V)7 (27(:7 )7 (Zadvy)
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3. {(1,1),(2,4),(3,9), (4 16), ..., (9, 81)}.

Necht A, B jsou neprazdné mnozinyriPadime-li ke kazdému prvky e A prave
jeden prveky € B, dostdvdme mnoZzink uspdadanych dvojigx, y) € Ax B, ktera se
nazyvézobrazenmnoZzinyA do mnoZinyB. Rikame, Ze prvek je vzorprvkuy a prvek
yje obraz prvkuprvkux v zobrazenF. Rika se také, Zgje hodnota zobrazenfi #bodg
x a zn&i sey = F(x). MnozinaA se nazyvalefinicni oborzobrazenf, ozn&uje se
Dr. Mnozina v8ech obrazli v zobrazeénise nazyvabor hodnot zobrazeni & zn&i
seHg. PlatiHg C B.

KdyZz HE = B, F je zobrazenhamnoZinuB. JestliZe je v zobraze kazdy prvek
y € Hg obrazem pré&® jednoho prvkw € A = Dg, tedy dva rlizné vzory maji vzdy
dva rlizné obrazy; # xo = F(x1) # F(X2), pak se zobrazemi nazyvéprosté.Zobra-
zeni na mnozinu se takéasurjekce prostému zobrazeirijekce.Pokud je zobrazeni
zaroveh injekce a surjekce, nazyva bgekce.

[] cviteni3.7. Méjme mnozinyA = {1, 2, 3}, B= {b, ¢, d}. Jsou nésledujici mno-
Ziny zobrazenimA do B? KdyZ ano, jsou prosta nebo B&

1. {(1,b), (2, b)},
2. {(1,c),(2,b), (2,c)}
3. {(1,b),(2,b), (3, b)},
4. {(1,c),(2,b), (3,a)}.
[] Regeni.
1. Neni zobrazeni, protoze kazdému prvkd musime pifadit nejaky prvek.

2. Neni zobrazeni, protoze zadnému prvkd zesmime firadit vic nez jeden pr-
vek.

3. Je zobrazeni.
4. Je prosté zobrazeni na mnozBittedy bijekce.

Cisla jsme znazdovali na realné ose, dvojice realnyéisel budeme znazovat
v roviné. Abychom jednozr@aeé popsali body roviny, budeme pebovat de Cisla —
soufadnicenejdfive vS8ak musime na rowinzvolit ffi body, které nam i soustavu
soufadnicNakreslime v rovié dvé rliznol@zné pimky, (ne nutié) vodorovnow a (ne
nutre) svislouy. Bod, kde se protnou, nazverpecateka ozn&imeO. Vpravo od r&j
na vodorovné pmce zvolime bod,, obrazCisla 1 na os& aJ, obrazcisla 1 na osg.

Kazdému bodu roviny pak budou jednozné fifazena de Cisla, kolikrat je tento
bod dal odO nezJ; a kolikrat je dal odO nezJ,. Nalezen&isla budou saiadnicemi
bodu v sousta¥ soufadnicOxy. Naopak také mtizeme dvoijicisel gifadit bod v sou-
sta\e Oxy Nejcasgji volime bodyJ; aJ, stejré daleko odD. Pokud jsou osy navzajem
kolmé, soustava sdadnic se nazyvkartézska
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Obrazek 3.4: Zobrazeni bodu se Emnicemi [3,-2]

Jedina obtiZ@ji chapana &c je voleni soustavy séadnic. MUZeme siii@dstavit
nékolik bodl, téek na page. Souadnice, dvojic&isel, jim giradime, az kdyz si na
papir nakreslime osy a zvolime na obou jednotky. $tejopa&ném gipace, kdyz bu-
deme mit dvojice realnyctisel, body sé&mito sotiadnicemi vyneseme na papir poté,
co si na ®] nakreslime osy a zvolime jednotky. Az pak buderaeev kam. Podob@é
muZou lidé na Zemi hledat stadnice (tedy fifadit mistu zerdpisnou §ku a délku)
az od té doby, co si za osy zvolili polednik prochazejici Gréehem a rovnik.

Vétsinou neznazaujeme jen jednu dvojidisel, nybrz jejich mnozing.Pokud je
dvojic kon€ny pcet, zvolime si soustavu si@adnic a jednotlivym dvojicim nakres-
lime body. Nekdy jsou mnoziny dvojic zadany rovnici. Pak obvykle pgkolik x,
pro ktera ma rovnice smysl, najdemépro prehlednost nalezené dvojice zapiSeme do
tabulky) zakreslime je a snazime se dovtipit, jak cel4 mmaoypada. Zkusme zobra-
zitmnozinuM = {(x, y) € R?, x> —y = 3}. Tabulka a graf mohou vypadat nasledévn

X -4/ -3|-2|-1/ 0|1 /23 4
y| 13,6 |1 |-2|-3|-2|1/6/|13

2Specialnim druhem takovych mnoZin jsou reélné funkce éegionénné.
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16
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-4 —2\\L¥0/'/ 2 4 X

Obrazek 3.5: Dokresleni mnoziny z nalezenych bodU

[] Cviteni3.8 znazorréte graficky mnoziny

1. My ={(1,2), (-1,4), (—V/3,-2), (1, 3), (0, )},

3. M3:{(X>y) €R27y: -V 1_X2}7

4. Mg={(x,y) €ER2 x> +y?>=1}.

[] Regeni.
y
st
®
6
® 4
®
2 )
-2 -1 0 1 2 3 4 X
[ -2

MnozinaM4 MnozinaM,
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3.4 RozSiena realna osa

Kvuli pocitani limit nebo definici intervalli rozgijeme realnou osR o prvky o a—oo,
takzvanénevlastni body realné osy.

Definice3.8. R* = RU{—, o} se nazyvadozSifena realna osa.

Poznamkes.5. Také mUZeméict, Ze se jedna o mnozinu hromadnych bodll mnoZziny
realnychcisel.

Pro kazdé& < R definujeme:
[0 uspdadani—o < ¢ < oo,
0 absolutni hodnotii— co| = |eo| = oo,

[0 sCitAni a o@itanizeo + 00 = 00, —00 —00 = —00, C4-00 = F0o,
Nedefinujemeo — co, —oco + oo,

[0 Nasobeni aéleni:

- (dw0) = (o),
C-(+o) = oo, c>0,
C-(+o) = Foo,c<O,

£ -0
i—é” = Zoo,c#0.

Nedefinujeme 0(+e), =2 £ ce R*.
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[0 Mocniny s celym mocnitelem:

o'=0, 00 "=0,nEN,

Nedefinujeme+o)°.
[] cviteni3.o. Spcitejte:
1l.oo—1, —-2—o00,
2. —3-00+ 00 — 1500 oo,
3. —0,01-00+ T 003,

-15 0 -20
4 550

o

[] Reseni.o, —olIneni definovand—oIneni definovano, neni definovano, O

3.5 Nekon&né mnoziny

Predstavme si hotel s nazvem Infirityl 00, ktery ma pokoje oislované pirozenymi
¢isly. Od obyejnych hotelll se tak liSi jen tim, Ze pro kazdé&qzenécislo najdeme
odpovidajici jednoltizkovy pokoj.

KdyZ je hotel plé obsazeny, bydli vém nekonéné mnoho hostll. Ale co kdyz
prijede dalsi host? V naSem hotelu to nezplisobi Zadny probiSichni dosavadni
hosté jsou s omluvoufpsg&hovani na pokoj gislem o 1 etSim a novy host dostane
pokoj 1. At uvaZujeme jakékoligislo pokoje, jeho plivodni obyvatel ma zase kde
bydlet. Stej@ by hotelovy managementfgsil fijezd celého autobusu novych hostd.
Dokonce i kdyby byl nahle z&en podobny blizky hotel a vSichni jeho hosté by&tht
stravit zbytek dovolené v tom naSem, zkuSengdditele by to nerozhodilo. Stavajici
hosty by gesunul do pokojli s dvakraéwsimcislem a ty nové do pokojli s dvakrat
vétSimcislem zmenSenym o 1.

Udélejme si pdadek v terminologii. Pokud jsme schopni zapsatgigrvki v mno-
Ziné prirozenymcislem,fekneme, Ze mnozina jeonectna Kdyz kon€né neni, ale
jeji prvky mizeme po jednom umistit do pokojti naseho hiogatislovat girozenymi
Cisly, najit bijektivni zobrazeni na mnozindinpzenychcisel), pak je mnozina (ne-
kon&na) spocetna Ve zbylych gipadech se jedna mespocetnénnoziny. Konéné
mnoho je zakl vertdé, atomi ve vesmiru a krav nebo solarnich panelll na lopee. S
cetné jsou hlav@rtizné mnozingisel. Jako nejjednodusgikiady nam poslouzi mno-
ziny prirozenych, celych nebo sudyc€fsel. Trochu pekvapive mezi ré pati i mnozina
racionalnicttisel. Nespéetné jsou pak mnoziny iracionalnich, a proto i realngiste!.

MlZeme si také alespatrochu fedstavit, co se &e @i pocitani s nekonenem.
Kdyz do pIného hoteluifjede 5 hostll nebditodjedou, stale jich bude v hotelu neko-
necno, stejié tak, kdyz seghujeme hosty dvou neb@p hotelli do jednoho. Nejinak



36 KAPITOLA 3. MNOZINY

tomu bude i po odjezdu poloviny osazenstva. Stz ale neumime zbylé hosty, po-
kud vime jen, Ze jich odjelo nekoéeo. Mohla jich byt polovina, ale taky vSichni hosté
krome trech.

Poznamka.6. S uvahami o takovém hoteldipel David Hilbert.
Pojmy o a —co budou také pdebné pi hledani suprema a infima mnozin. Ty zo-

becni naSe chapani maxima a minima mnozin realGigxdd. Nej\étSicislo(maximum)
mnoziny realnycktiselM zna&ime maiM. Nejmensicislo (minimum)mnoziny real-

nychciselM znaime minM.

Definice3.9. MnozinaM C R se nazyvamezena (ohraniCena) shojastlize existuje
k € R tak, Ze pro kazd& € M platix < k. Cislok se nazyvaorni zavora mnoziny M
MnoZina, kterd neni omezena shora, se nazyva neomezera shor

Vyslovime podobnou definici omezenosti zdola.

Definice3.10 MnoZinaM C R se nazyvamezena (ohranicend) zdojastlize exis-
tujek € R tak, Ze pro kazdg& € M platix > k. Cislok se nazyvaolni zavora mnoziny
M. Mnozina, ktera neni omezena zdola, se nazy@@mezena zdola.

Definice3.11 MnoZinaM C R, ktera je omezena shora i zdola, se nazgu@ezena
(ohranicena)Mnozina, ktera neni omezena, se nazgeamezena (neohranicend).

Poznamka.7. Uvedeme si kolik uzitetnych poznatku:

0 MnozinyN, Q, R jsou neomezené shora, neexistuje reaistk, které by bylo
vetSi nez vSechna jejidtisla. MnozinyQ, R jsou neomezené zdola na rozdil od
mnozinyN.

O Intervaly(a, b), b € R jsou shora omezené nejéfslemb, ale i kazdym etSim
cislemk > b.

[0 Mnoziny kon€&ného patu reélnychCisel jsou vZzdy omezené shora, jakislo
k stei vzit nej\etsi Cislo, nebo Bjaké \etSi. U nekonénych mnozin nemusi
nej\étsicislo existovat. MnozinM = {—1, 1, 4,9, 16} ma maximum mak =
16 a minimum mimM = —1. Hornimi zadvorami jsolisla z intervalu(16, o),
dolnimi zavorami jsowtisla z intervaly —co, —1).

[0 Pokud existuje @jakéd horni zavora, najdeme cely (shora neomezeny) iterva
zavor.

Samozejmé nejmensi horni a neSi dolni zavory mnoziny maji vysadni posta-
veni.

Definice3.12 Necht M C R, je neprazdna shora omezena mnozina realysél.
Nejmensi prvek mnoziny vSech hornich zavor mnodhge nazyvaupremunmno-
ziny M a zn&i se supl. Necht M C R, je neprazdna zdola omezena mnozina reél-
nychcisel. Nej\étsi prvek mnoziny vSech dolnich zavor mnoZihge nazyvanfimum
mnozinyM a zn&i se infM.
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Pro shora neomezené mnoziklyC R dodefinujeme sull = « a pro zdola neo-
mezené mnozini dodefinujeme inM = —oo.

Poznamka.8 Méli bychom \ecdét:

N

Rozdil mezi maximem a supremem mnozMyje, Ze maM je €islo z mnoziny
M, supremum do/ pafit nemusi.

Pro intervalyl = (a, b), a, b € R plati sud = b, a infl = a. Otewené intervaly
nemaji maxima a minima na rozdil od intervalli uzach.

Plati sumR = oo, infR = —co, supQ = o0, iNfQ = —oo, SUPN = oo, INfN = 1.

Neprazdné mnoziny kogaeého p@tu realnychtisel maji supremum i infimum
rovno nej\etSimu a nejmensintislu MnozinaM = {—1, 1, 4, 9, 16} ma supre-
mum sugM = 16 a infimum iniM = —1.

U nekon€nych mnoZzin nemusime vzdy najit minimum nebo maximum,rale i
fimum nebo supremum najdeme vzdy. MnoZzMa= {x € R, x = %, neN} =
{1, 3.3 % ...} mamaximum i supremum ma& = supM = 1, ale nenajdeme
jeji nejmensi prvek, zato infimum ano, Mf= 0.
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4 | Vyrazy

Pri derivovani, integrovani neb@Seni rovnic se budeme vzdy setkavafsazy.Je to
matematicky zapis, ve kterém figuruji sy sowiny podily, mocniny,... promen-
nych aCisel. «
2_ 2 6
X—-z, —-:1 X — 5%
bl X2 _ 47 + \/_

Hlavni negijemnost spoiva v tom, Ze na rozdil ocisel, kde dostanemieba pro sou-

¢in 4-5 Cislo 20, pro sotin 4-x Zzadny jednodussi vysledek nemame. Uplatnime tedy
hlavré vytykanici vzorce pro mocniny saiti a rozdilli. Cilem je obvykle zjednodusit
koSaty zapis, uzitné je také urét prevést vyrazy na sainy, coz uvidime u rovnic.

U vyrazll s prorénnymi (to budou skoro vSechny) je pelba utit definicni obor
proménnychObvykle je to mnozin&isel, pro kterd ma vyraz smysl (pak mluvime
o maximalnim defirdnim oboru), pofipack jeji podmnozina. Ndjklad vyraz\/x+5
ma definéni obor (—5, «). KdyZ do vyrazu dosadime misto prémmécislo (bod)

z defintniho oboru, najdemigodnotuvyrazu v boe,

\u@::ﬂTijeR—{—zzh
3 -3
V3= 5r 4= 5

Defini€ni obor pak hraje svoji roliip zjiStovani rovnosti vyrazli. Dva vyrazy si
jsou rovny, pokud maji stejny defitni obor a jejich hodnoty se pro vSechny prvky
definitniho oboru rovnaji. Vyrazy

X2 —2x+1

Xx—1
x—1 7

se rovnaji na defignim oboruR — {1}, nebo jakékoliv jeho podmnoZi ale ne na
celémR, protoZe proCislo 1 neni prvni vyraz definovan. Defini obor vynikne u
vyrazl s absolutni hodnotou. Niéidad k rovnosti vyrazi

|2x+1| =2x+1
dojde na defirinim oboru(—%,oo) (tam, kde je + 1 kladné nebo 0) a k rovnosti

12X+ 1] = —(2x+1)

39
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dojde na defirinim oboru(—co, —%) (tam, kde je + 1 zaporné nebo 0).
SEitani a nasobeni vyrazl neni slozité. Upravime nasleidujjfaz diky asociativé
scitani,

(3x%y — 2x+ 1) + (4x2y + 6x — 3) = 3xPy + 4x%y — 2x+ 6x+ 1 — 3,
pak pouzijeme distributivitu,
= (B+4)X%y+ (—2+6)x—2 = TxPy + 4x— 2.

Pri ndsobeni vyrazli jéasto pateba vyuzit distributivity ndsobeni vzhledem Kétani
i vicekrat,

(34 vX) (X+2) = (3+ vX)X+ (34 v/X)2 = 3x+ Xy/X+ 64 2//X.
[] cviteni4.1 Spcitejte:
1. (2x+1)?, (x—y+2)?, (3mPn° —4mrt) - 5mPn — 6men? - (2mrf — 7nd),
2. (3a3x — 20%y*)(3a3x + 2b%y*) (9a%x? 4- 4b*y®).
Obcas si miizeme, hlagnve Skolnich Glohach, zjednodusit Zivot, kdyZ pfo p

klad najdeme vhodny vzotek.

[] Re3eniax®+ 4x+1, X2+ y? — 2xy+ 4x — 4y + 4, 3n*n® + 22mPn°0(9a8x?)2 —
(4b%y?)?

4.1 Polynomy
Polynomy jedné proméni&ou vyrazy tvaru
A(X) = apX" +an_1X" T+ - +arx+ ap,

kde ap, ...a1, 8y jsou realnacisla. NejvysSi mocnina, pro kteroua, # 0, se na-
zyva stupen polynomuDva polynomy si jsou rovny, pokud maji stejné koeficienty
an, ...a1, a9 pred kazdou mocninou proenné. Hodnotu polynomu v béd dosta-
neme dosazeniimza pronénnou,

P(x) = 3x* — 6x+3,

P(2)=3-2*-6-2+3=39

U polynom jedné prognné miizeme najikoreny polynomukoren polynomu je
cislok, pro které platiA(k) = 0. Napriklad Cislo 2 je kdenem polynomu

A(X) = x? — Bx+ 6,
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protoze
A2)=22-5.24+6=0.

Pro kdenk polynomuA mlzeme vzdy psat
AX) = anx"+ an_1x" T+ -+ X+ ag = (X— k) - Bp_1(X),

kde polynomBy,_1 je stupré o jedna mensiho né¥x).
Pokud

AX) = anX"+an_1 X"+ fagx+ag = (x—K)) - Bp_j (),

nazvemek korenemj—nasobnym.

Kofeny polynomi druhého stuprikvadratickych trdjlent) se hledaji pomoci dis-
kriminantu, nebo pomoci rozkladu na Upltteerce.

Kofenykj, ko polynomuP(x) ve tvaru

P(x) = ax 4+ bx+c

najdeme pomoci vzorce
—b+vb?—4ac
2a ’

Kio=

kde vyrazu
D = b?—4ac

fikamediskriminant.Pokud je diskriminant kladny, dostaneme dvdiekyy, pokud nu-
lovy, jeden (dvojnasobny), pokud zaporny, neexistujiméddeny.
Zkusime najit kéeny polynomu

P(X) = X% — 4x+ 2.

Dosadime do vzorce

A2 412
k1,2: 2.1 s

aobdrzimeg =2— /2, kp = 2+ v/2.

Poznamkat.1 P¥i vypoctu kafenti mlizeme koeficienty polynomu gaid koeficien-
tema,, u nejvyssi mocniny", stti tak uvazovat tvar

X2 + pX+ Q.

PopiSeme si metodu rozkladu polynomu na Uplhéerce Uedomme si, Zze nas

polynom se lisi od
() = pet (5)°
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jenoq— (5)2, tedy

X2+ px+q— <x2+ pX+ <F—2)>2> e (g)z.

X2+ px+q = (x+p)°+q— (—)2-

Odtud plyne

UkaZme si to naipkladé:
X2 —Ax4+2 =2 —4x+4-2=(x—2)° -2

Odtud pomoci vzorce? — b? = (a+ b)(a— b) snadno ziskame keny kvadratického
trojclenu,

(x—2)2—2=(x—2)2—(vV2)?= (x—2+ \/5) <x—2—\/§> :

Dostali jsme tak kienovy rozklad a kieny k; = 2 — /2, ko = 2+ /2. Stejré jako
u diskriminantu, pokud jeég)z — g kladnécislo, v naSem ijpact 2, ma troglen dva
koreny, kdyZ 0, existuje jeden dvojnasobnyrén, jinak realné kieny neexistuji.

[ cvitenia.2
1. Jaky je stupe polynomux® — x+ 12, 2 — 7x* + 8x — x*?
2. Dosad'te do fedchozich polynomaisla -3,4.
3. Jaky musi byt koeficiera,, abyP(2) = 0 proP(x) = 3x3 + apx® + 2x — 12°?

4. Najckte koeficienty polynom®(x) aQ(x), aby se rovnalyP(x) = a;x® + 3x* +
2x+1, Q(X) = apx? 4 bpx+cy. V tom pFipace bude platiP(x) = Q(x) ¥x € R.

[] Redeni3, 41-12, 72, -166, -330ay = —-40a; =0, a=3, ph=2, =1
[] cviteni4.3

1. Dophte na Upin&tvercex? — x+ 2, x* — 16x+18.

2. NajcBte kdeny polynomix? — 4, x%+4, x% —8x, X2+ 16x X° — 4x+ 3, x° —
AX+4, x? — 4x+ 8.

3. Zkuste ve vzorci pro vyt kd'enli pomoci diskriminantu

—b+vb?—4ac
2a

nahradita, b, ckoeficienty 1 p, g. Je ve vypatu ka'enll Emito metodami éjaky
rozdil?

Kio=
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. 2 2
[] Reseni.(x—3)*+ <\/Z> , (x—4)%— <\/4_6> [0-2, 2; nema redlné Keny; 0, 8;
0, -16; 1, 3; 2, 2; nema realnéilemyIneni

Polynomy jedné prognné miizeme idlit, hodi se nam toiphledani kdenti nebo
pred Upravou podilu polynomi na parcialni zlomky. Situage@inodussi, kdyzédime
jednclenem

(x> — 4x% + 6x—3) 1 (2X).

Tady st&i delit jednotlivéCleny cElence,

2
X1 (2X) —4%2 1 (2X) +6x: (2X) — 3 (2X) = XE —2X+3— %
Déleni polynoml uZz nemusi dat polynom, obvykle obdrzime&sbpolynomu a lo-
meného vyrazu, v jehaZtateli je polynom nizsiho stu@mnez ve jmenovateli.
Budeme élit
(43 -5+ 9x—11) : (X +2).

Zaciname tak, Ze vy@limeclen celence s nejvyssi mocnindélenem @litele s nejvyssi
mocninou 43 : x2 = 4x, podilem vynasobimedditele a sodin od&teme od @lence.
Zbytek po odéteni (tady—13x* 4 9x — 11) znovu ctlime. Takto postupujeme, dokud
nam zbyva polynom ké&leni se stupgm \&tSim nebo rovnym stupngtitele.

(43 B¢ +9x —11) :(¥*42)=4x—13+ 3
—(4x3 18x?) (= 4x- (X4 2))
-13x® 4+9x -11
— (=13 —26x)
35x 11

Postup je analogicky k&leni girozenych&isel, jen pracujeme mistos &islent
10.
1291 :56=20+3+ 3
— 1120 (20-56)

171
— 168

3

Déleni polynom{ pouZivame, kdyz se nam podajit ka‘enk; polynomuA(x).
DalSi kdeny se budou snaze hledat z polynoB{x) s menSim stupgm:

anX" + - +agx+ap = (Xx— ki) - B(X).

1zakladentiselné soustavy



44 KAPITOLA 4. VYRAZY

Polynomx® — 5x? — 4x+ 20 mé kden 5. Zkoumany polynom tak vitime kdenovym
Cinitelem odpovidajicim kenu (kaen 5=- délime(x— 5)):
AX)

B(x) = T (x> —5x% —4x+20) : (x—5) =x*>—4

PolynomB(x) ma nizsi stup@ neZA(x), ale stejné kteny kromeé k;. Proto budou
koreny polynomux? — 4 tedy -2 a 2 i kdeny polynomuc® — 5x% — 4x+ 20,

KdyZ najdeme kteny polynomu jedné proémné, jsme schopni polynom zapsat
jako soutin

aan-|- s X+ag = an(x_ kl)nl .. (X— kj)ni7

kdeky, ..., kj jsou kdeny ang, ..., nj jejich nasobnosti. Pokud polynom nema &eu
nasobnosti k@nll rovny stupni polynomu, jde agpoozloZit na sodin tvaru
aan-I- 4 aiX+ag= an<x_ kl)nl .. (X— kj)nj . (X2+ p1X+Q1)ml .. (XZ-I- plx+q|)m )
Poznamkat.2 Kvadratické trogleny nahrazuji kienovécinitele odpovidajici sdruze-
nym komplexnim kéentim.
Poznamkat.3. Kofeny polynomU se&kdy podéi odhadnout.

0 Pokud se d& z polynomu vytknout prénma &), ma polynom kéen 0 & —
3x? 4 6x).

0 Soltet koeficientll je 0, pak je kenemgislo jednax® — 3x% + 6x — 4).

[0 Sowet koeficientl u sudych mocnin je roven aukoeficientll u lichych moc-
nin, pak je kdenem -1 %3 — 3x% + 6x+ 10).

[0 Pokud ma polynom koeficient u nejvyssi mocninfad = 1), pak je koeficient u
druhé nejvyssi mocniny s opaym znaménken—a,_1) solttem kdenll a ab-
solutni¢len (ag) soltinem kdenti branych s oaym znaménkem. Pro keny
k1, ko kvadratického polynomu

P(x) = x>+ bx+c
platf

—b = kit+ky,
c = ki -k

[] cvitenia.4 vydélte:
1. (3C+5x%—x+2): (x+2),
2. (83 —10x% — 13 +19) : (2x—3),

2ky ko = (—kp) - (—k2)




4.1. POLYNOMY 45

3. (54 7x* — 203 — 11x% 4-23x — 6) : (x> +x—3),
4. (5% —2x+1): (x*—1).

5. Podivejte se, jak by se &milo pdadi operaci, a tedy aZips zjednodusilo
pocitani, kdybychom v iedchozich fikladech odstranili zavorky.

[J Regeni3@ —x+1, S+ x—5+ 5, 5C+2C —Tx+2, (5@ —2x+1): (¢ —1)
nejde zjednodusititatel méa nizSi stugenez jmenovatel

[] cviteni4.5.
1. PolynomP(x) = x3 — 2x% + 6x — 5, ma kden 1, jaké jsou ostatni realnéfeny?
2. PolynomP(x) = x3 — 2x%> — 5x+ 10, ma kd'en 2, jaké jsou ostatni realnéfieny?
3. Najckte kdeny polynomix* — 5x3 4+ 6x2, x3 4+ 4x% — Ox+ 4, X34 4x% + 5x + 2

[ Regenizadn&—v/5,v/500, 2, 3=55V41; 2

Poznamkad.4. Nepiipada vam postup rozkladu polynomu na‘éwovécinitele po-
dobny hledani prveiselného rozkladu? &jak nalézt élitele, vyclit, vysledku najit
délitele, vycklit ...

U rovnic se snaziméasto fjevadet vyraz na sotin, pro polynomy jedné proémné
to odpovida nalezeni kenli a kdenovych&initelll. U polynom0 vice prognnych
jsme odkazani hlavi na vytykani a pouziti vzorcli pro mocniny $ti, rozdild. .
Nékdy vytkneme jertislo,

5a+ 10b— 15c =5(a+ 2b—3c),
jindy je treba vytykat ekolikrat,
X(y=1)+2(1-y) - z(1-y) = —x(1-y)+2(1-y) = Z(1-y) = (1 -y)(—x+2-2).

Casto vede k cili (satinu) rozaleni vyrazu na vice skupin a vytykani vyrazd jen ve
skupirg ¢lent,

ax—bx+2a—2b=x(a—b)+2(a—b) = (x+2)(a—Db).
[] cviteni4.6. Rozlozte na satin:
1. 1—Xx2, X2+ 7x+ 12, 2%+ 10x+ 12, Ox® +18% — x— 2,

2. ax—ay+bx—by, x* —y*, ax’+ 2ax— 3a, xz—yz— x?+ 2xy—y? (tfeba i pomoci
vytykani).
[ ReSeni(1—x)(14x), (x+3)(x+4), 2(x+3)(x+2), (3x—1)(3x+1)(x+2)0(a+
b)(x—Y), (X=y)(x+Y)(0¢+Y?), a(x+3)(x— 1), (z—x—y)(x—Y)
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4.2 Obecné vyrazy

Obecnymi vyrazy budeme minit hlagwyrazy s vice prognnymi, nebo podily mno-
hoclendl.Casto uplatnime svoje znalosti prace s mocninamic&gjmne napiklad pro

kladnaa, b
b?b  (aibt)’
Al G-l

Tento vyraz uvaZzujeme pouze pro kladna redisha, protoZze prognnéai b se vy-
skytuji ve jmenovateli a pod odmocninou. Pro usreadivypdtu zapiSeme odmocniny
jako mocniny

3 3
bbs ) * (a=3b2\" _ ¢ 1145
wr) e ) T (a )

nyni umocnime zlomky a vyraz zapiSeme ve tvarlitgsoutak, Ze pevratime mocninu
druhého vyrazu

3
_ (afl-%b%%> : (a*%b*%> _ (a*%ﬂb%ﬁ%) — atbb.

U lomenych vyrazti mizemeskdy ke zjednoduSeni pouzit kraceni. Podbjako
umimecisla rozloZit na satin prvatisel, mlizeme také rozloZit polynomy na &ou
kofenovychcinitelll a stejné&initele ve jmenovateli &itateli kratit. Vyzkousime si to
na nasledujicim vyrazu:

X¥—Xx—6  (X—3)(x+2) Xx+2
X2—7x+12  (x—3)(x—4) x—4

NI

: <a§b%2)3 =

Méli bychom uvést obor proémnéx € R — {3, 4}. Na tomto oboru se plivodni vyraz
rovna zjednodusSenému, protoze f@islo 3 nema plvodni vyraz smysl. Obor se ob-
vykle nezapisuje, pokud j& (ptivodni i upraveny vyraz se shoduji pro vSechna realna
Cisla) nebo pokud maji oba tyto vyrazy stejny maximalni définobor.

[] cviteni4.7. ZjednodusSte a nagte defintni obor pronénné:

1.
2% +6x—8 b2—9 6x24+x—2
8—4Ax—4x2" b2 —3b’ 2x24+3x—2’
2.
2 X p? 1 1
—+—7 - ) + )
X+2 X+2 pP2—1" x2—-2x—3 x2-9
3.

X4 332 —x+3
x— 187 x3—2x2-3x ’
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4.
a—-2b 2a-b 2a2

atb b-a +b2—a2

Y

5.
a2+b2_ a+b 3a+3b a?-b?
—b?2 2a-2b’4a-4b (a+b)?’
6.
a-b __ atb
a+b a-b
atb a-b
a— a+

[J Regeni— X4 xeR—{-2,1}; 23 xe R—{0, 3}; fz‘jzz,xeR {—2,4101, xe

(x+2)

R—{-2}; —5g & Do )DX14,XGR {-4,0,4}; 521 x¢ {-1,0,3},0

+b[] "’(};b a#b; 3 a#+h 0-1,a+#£h,

[] cviteni4.8 zjednoduste a najte obor prornné:

1.
b> \ ' a3\’
<a4b—102) :(a—402> ’
2.
7% ¢\ (3% 14
3b3 2adh/ "\ 2b%c2 9adhd )’
3.
\/ay/ay/av/a,
4.
(x=2)
VX2 —Ax+4

o nEant - 15
[] Reseni. #c*22,a,b,c#£0,05,a b, c£00am, a> 0021

[] cvitenia.o. Zjednoduste pomoci vytykani a naje obor proréanné:

1.
ac+bc+ad-+ bd

ac+bc+ad—bd’

a+3b  4b>-36a%)  6a+2b
12ac—4bc 3b—a " 2ac—6bc’

a7

3b—-a
bt+a>

a
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D aZani ath
[] Reseni ,

(

/P0G
VP4

KAPITOLA 4. VYRAZY

m) (p—0)+\/2y/GyB+ v

c+d#00b+3a,b#3a,a#3b,a# —3b,c#001, p#q, p,q>0,



5 Funkce

5.1 Zakladni pojmy

Data, se kterymi se setkavame v ekonomii, fyzice nebo mdiemaeCasto objevuji
ve dvojicich. Spolu s cenou akcie je duleZit§as, kdy se na cenu dostala. Mesy
pfi bézich maji smysl jen se vzdalenosti, nebo vykazy trzebepaji kroneé Castky
i datum.

Pokud pro neprazdnou mnozinu ugpdanych dvojic realnyctisel plati, Ze Zzadné
dvé dvojice nemaji stejné prvgislo,fikame této mnoziéfunkce VySe uvedenéiip-
klady funkcemi jsou, protoZe nejde mit za jeden den dvag@élirzby, nebo v jednu
chvili dvé rtizné ceny akcie, angliec nemdize byt na jednom né@ste dvou rtiznych
meztasech.

Dvojice obvykle zn&gime pomoci pro@nnych(x,y) nebo(x, f(x)). Dvojic dat
muiZe ale byt tolik, Ze jsou néghlednd, nebo nekotee mnoho, takze nejdou vypsat.
Znazonujeme je palgrafema nekdy i pomocpredpisu Hlavré v matematice a fyzice
se funkce vyskytuji jako zobrazeni popsatelna pomésdpisu.

Pred vytvd@enim grafu musime nejive v roviré zvolit soustavu sagadnic. To zna-
mena na papé nakreslit de obvykle na sebe osy a na kazdé zvolit jednotku. Pak vy-
neseme body se stadnicemi[x, y] pro vSechny dvojicéx, y). Mnozinu vSechéchto
bodll nazyvame graf funkce. Graf je podmnoZifisu Nagiklad jsme schopni vypsat
sprinterem ubhnutou vzdalenost vekolika meztasech, ale ne pro vSechégsy, pro
ty mlizeme pouze nakreslit graf.

x|10|2894,64|6,31|7,92| 9,58
y|0| 20 | 40 | 60 | 80 | 100

Poloha sprintera v mezasech

49
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y y
1001 [ ] 1001
[ J
75 1 751
[
50 1 50 4
[ J
25 + 25 1
[ ]
0 2 4 6 8 10 x 0 2 4 6 8 10 x
Poloha sprintera na trati v mézisech Poloha sprintera na tratBhem celého zavodu

Definice5.1 Zobrazenif mnozinyM C R do R se nazyvaealna funkce jedné re-
alné proménnéMnozinaM se nazyvalefinicni oborfunkce f, zn&i seD¢, mnozina
f(M) = {f(x),x e M} se nazyvabor hodnoffunkce f, znai seHs.

Uvedeme i pesnou definici grafu.

Definice5.2 Grafemfunkcey = f(x) nazveme mnoZinu vSech bo¢Kj f (x)) v roviné
R?, kdex € D¢, zna&imeGsg,

Gt ={(x,y) e R%xeDs,y=f(x)}.

UZ jsme viceli jak funkci zadat pomoci tabulky nebo grafu, v dalSim tebtideme
pouzivat nejvice analytické vyjéehi pomoci funkniho gedpisu,

f:Df — R,

y = f(x).
Budeme psat
f:(0,0) =R,

f(x) =x>—x+1.

Timto zplsobem si zapiSeme pnaisla dvojic do jedné mnoziny agdpis bude na-
vod, jak ziskat ke kazdému takovémislu to druhé z dvojice.

Poznamkab.1l Definitni obor funkce neuvadime, jen kdyZ je roven mnéznech
realnychcisel, pro kterd mafpdpis funkce smysl. Této mno&rbudemdikat maxi-
malni definic¢ni obor funkc®; aH; mohou byt jakoukoliv podmnoZinaR.
Setkame se i sfpdpisy sloZzenymi z&kolika gredpisti pro podmnoziny defitniho

oboru, teba

1-x Xe&(—,0),

f(x) = 0 x=0,
1+x xe (0, ).
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Vhodnym gikladem je i funkce sgix),

-1 Xé€ (—,0),
sgnx) = { 0 x=0,
1 xe€ (0, )

Abychom vic zdUraznili dilezitost defitniiho oboru, zkusime analyticky popsat
funkci {[0, 0], [1, 1]}. Tuto funkci mliZzeme pomociedpisu zapsat mnoha zplisoby

f:{0,1} - R,
f(x) = sgn(x),
g:{0,1} — R,
g(x) =X,
h:{0,1} =R,
h(x) = x2, pro jakékoliva > 0,
u:{0,1} — R,
u(z) =2°-1.

Jen defintni obor dané funkce musi byt pro vSechny jeji zapisy stajayrozdil od
nazvl prorénnych i gedpisd.

Definice5.3. Funkcef (x) ag(x) se rovnaji, pokud maji stejné defini obory a jejich
hodnoty jsou si rovny pro kazdéz defintniho oboru. MiZeme tedy zapsat

f=g& (Df =DgAVXxe Dy : f(X) =9(x)).
[] cvitenis.1 Jsou nasledujici mnoziny funkce?
1. M1 ={(0,2),(-2,0),(4,0),(2,2),(-2,2)},
2. M2=1{(1,1),(2,3),(3,1),(0,1), (-2,3)},
3. M3 ={(x,y) e R%y=x—1},
4. Mg = {(x,y) € R%y* =x],
5. Ms = {(x,y) € R%,y3 =x}.

[] Re3eni. MaM, nejsou funkce, st sledovat, jestli se prodjakéx z defininiho
oboru nevyskytuje vice obrazd.
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[] cvigenis.2 Jsou mMnozinyA, Az, Az, A4 grafy funkci?

y

MnozinaA; MnozinaAy

MnozinaAs MnozinaAy

Obrazek 5.1: Které z mnozin jsou funkce?

[] RegeniPouze mnozind, je funkce, vSechny ostatni grafy znaoji pro rektera

x dvé hodnotyy. Jinakfeceno, kazda svislafpnka smi protinat graf funkce pouze
jednou.

[] Cviteni5.3 Urtete maximalni defiini obor funkcif (x) = 15435%— 45677, f(x) =
XTZ)X, f(x) = vV3x—x3.
[] Re3eniROR — {—1}0(—c0, —/3) U (0, v/3)
[] cviteni5.4 Urete obor hodnot funkce: (0,1) — R s gredpisem
1. f(x) =x2,
2. f(x) =13

e
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3. f(x) =a+ (b—a)x,

[] Regeni (0, 1)0(1, o) 0(a, b)OR — (0, 1)

[] cvitenis.5. Jaka funkce popisuje zavislost obvodu kruznice na jejinométu?

[] Regeni. 0(0, 0) — R, o(r) = 2.

[] Cviteni5.6. Natrtnéte grafy nasledujicich funkci,

1. f(X) =3—x,
2. f(x) =sgnx,
3. f(x) =%,

4. f(x) =x%, Dt =Z.

[] Re&eni.

\ ,

Funkcef (x) = 3—x Funkcef (x) =sgnx
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y ° y [ ]
39 29
[ ] [ ]
261 ° 2% °
[ ] [ ]
134 13
° °
° °
= 0 g0
-9 -6 -3 0 3 6 9 -9 -6 -3 0 3 6 9 X
14 -13f
Funkcef (x) = x? Funkcef (x) =x2, Dt = Z

Pripomeneme si nefiive praci s jednoduchymi (elementarnimi) funkcemi a pak
budeme zkoumat sloEjSi funkce z nich utu@né.

Definice5.4. Jsou-li dany funkcd (x) ag(x) takove, ZeD¢ N Dy # 0, mliZzeme z nich
vytvorit naM = D¢ N Dy dali funkce pomoci algebraickych operaci,

FO)+a(x), 1) =9(x), f(x)-9(x), 5, [T(X)]-

U podilu funkci gedpokladame, zg(x) # O pro kazdéx € M. Nag‘iklad pro funkce
f(x) = x— 3, g(x) = x> dostaneme

f(X)+9(X) =x—3+x%, f(X) —g(X) =x—3—x%, f(X)-g(X) = (Xx—3)-X,

gx) ¥
T00 = x5 D1 =B (31 1100 =x-3).

5.2 Vlastnosti funkce

Definice5.5. Funkcef je omezené shora (zdolapM C Ds, existuje-licislok vetsi
(mensi) nez vSechny fudki hodnotyf (x) pro bodyx € M.

f(x) je omezena shoramd < Jk € Rvxe M : f(x) <Kk,
f(x) je omezena zdola Md < Jk € Rvxe M : f(x) > k.
Pokud je funkce omezena shora i zddl&a se o ni, Ze jemezena.

f(x) je omezena nd < Jk € Rvxe M : |f(x)| < k.
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Pokud neni funkce omezené shora, je shmamezena.
Funkcef (x) = x? je zdola omezena. Néilad prok = —1 plati

x2>—1,xeR

Nenajdeme uZ ale takoué aby platilox? < k, ¥x € R, proto je funkce neomezené
shora.

Poznamkab.2 Funkcef je omezend, pokud je obor jejich hodibt omezena mno-
zina.

Definice5.6. Necht pro funkcif (x) plati naM C D¢, Ze pro kazdéj, xo € M, x; < X2
a

f(x1) < f(x2), pak sef (x) nazyvarostoucinaM,
f(x1) > f(x2), pak sef (x) nazyvéklesajicinaM,
f(x1) < f(x2), pak sef (x) nazyvaneklesajichaM,
f(x1) > f(x2), pak sef (x) nazyvanerostouchaM.
y y
f(x,)
f(x,)
f(x,)
0 X % * 0 % X, *
flx,)
E 109
Rostouci funkce na celém definim oboru Klesajici funkce na celém deftmim oboru

Obrazek 5.2: Monotonni funkce

Poznamka.3. VSimnéte si, Ze:
[0 M obvykle ozn&uje interval.

[0 Rostouci a klesajici funkce (na celém defirim oboru) jsou prostéf(x;) <
f(x2) = f(x1) # f(x2)).
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Neklesajici funkce Nerostouci funkce

Obrazek 5.3: Monotonni funkce

[0 Pokud je funkce rostouci, je i neklesaji¢ix1) < f(x2) = f(x1) < f(x2)).

[0 Pokud funkce neni rostouci, nemusi byt rukitesajici nebo nerostouci. Funkce
f(x) = x? neni rostouci ani klesajici & Naproti tomu roste na intervaM; =
(0, ) a klesa na intervalfl; = (—oo, 0).

5.3 Transformace grafu

V nasledujici kapitole siffpomeneme elementarni funkce a jejich grafy. Budeme pak
schopni térdf bezprace kreslit i grafy mnoha slo&§Sich funkci. NaGime se proto
pravidla pro transformace grafli funkci. Vychazime z gfafikce f a zjistime, co se
stane s grafy @kterych odvozenych funkci:

O f1(x) = —f(x)
Kazda funkni hodnota bude mit opaé znaménko, bod grafu, ktery se nachazel
nad osow, bude stejé daleko pod ni. Proto se grafgurati okolo osyx. Pri-
se&iky grafu funkcef s osoux budou zarove i body grafu funkcef;, coz nam

zjednodusi jeji kresleni.
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I BRRTSU €) (X s \‘ )

(%)

Obraceni grafu funkce kolem ogy Obraceni grafu funkce kolem ogy

O fa(x) = f(—x)
Funlk€ni hodnotyf a f, budou stejné pra s opa&nym znaménkem, bod grafu
funkce f, ktery se nachazel napravo od ogybude od ni u funkce, stejré
daleko, ale nalevo. Proto se grakprati okolo osyy. Priis€iky grafu funkcef
s osouwy budou zarove i body grafuf,.

O fa(x)=f(x)+b
Hodnoty funkcefs budou ob vy neZz hodnotyf pro vSechna € Ds. Proto se
graf funkce posune b nahoru.

Posunuti funkce vertikaén Posunuti funkce horizont&n

O fa(x) = f(x—a)
Funkce f4 je ,opozdna” oproti f 0 a. Kazda funiini hodnota funkcef4(x)
nastala uf uz prox — a. Graf f4 kreslime oa pozji nez f, tedy posunuty @

doprava.
[] cvitenis.7. Jak budou vypadat grafy funkci:
1. f(x) = —x2,
2. f(X) = —x?+5,
3. f(x) = (x—3)?,
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4. f(x) = —(x—23)245?

[] Reseni.

N L

Funkcef (x) = —x? Funkcef (x) = —x2+5

fo

Funkcef (x) = (x— 3)? Funkcef (x) = —(x—3)?2+5



6 Elementarni funkce

Nyni si gffipomeneme elementarni funkce, jejich grafy a viastn&stimentarni funkce
si musime dokonale osvojit, protoZe od této chvile budeneehy operace a vypo-
Cty s jakkoli komplikovanymi funkcemi iigvadet na operace a vypty s funkcemi
elementarnimi.

Elementarni funkce magiasto jeden nebodkolik vyznamnych bodd, kterymi pro-
chéazeji. UzZiténé také bude vSimat si, zda je funkce omezena, rostoucikhetaici,
popfipact na jakych intervalech. Velmi dlileZitym se ukaze, jestlilé graf funkce na-
kreslit jednim tahem tuzky, tedy jestli je funkce spojitaeldmentarnich funkci bude
k nespoijitostem dochazet, jen kdyZ bude ,dira” v défifin oboru, nafiklad funkce
f(x) = 2 méa defintni oborR — {0}, a tak je nespojita v 0.

6.1 Linearni funkce

Obrazek 6.1: Linearni funkck(x) = ax+ b a jeji smérnice

59
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Line&rni funkcgObrazek 6.1) je nejjednodussi funkce, ale najdeme pro latngni.
Zapisujeme pra, b € R
f:R—R,

f:y=ax+h.

Ze zéapisu vidime defigni oborD¢ = R. Pokudb = 0, fikame této funkc{ f (x) = ax)
pfima umeérnostLinearre sCasem roste ujeta vzdalenost gtalé rychlosti. Obvod
kruZnice je zase line&ézavisly na jejim polor@ru.

Kdyz a = 0, jedna se o konstantni funkdi(x) = b. Jediré v tomto gipace je
obor hodnot jednoprvkova mnozidy = {b}. Cislua sefika smérniceo které bu-
deme je& mockrat mluvit v souvislosti s derivacemi a asymptotaromBci lineér-
nich funkci popiSeme vSechnyimky v roviné krome tech svislych. Svislé iimky
se daji zapsat jako mnoziy= {(x,y) € R? x = c}. Body svislé [iimky se lisi jen
y—ovymi soidadnicemix—ova se neréni (x = c¢). VétSinou pouzivame jex= c.

[] cviteni6.1 Nakreslete graf funkcé (x) = 2x— 5. Jaké jsou hodnoty funkcé
v bodech 2 a -5? Ve kterych bodech mé funkdeodnoty 1 a -87?

[] RegeniHodnoty jsou -1 a -15. Uvedené hodnoty nastanou v bodech%% a

0 2.5 X
-2 0 X
/ -5

Funkcef(x) =2x—5 Pfimkax = -2

Obrazek 6.2: Grafy ipmek

Velmi Casto se setkavame s problémy, kdy zname hodnoty funkce&; ateine-
zname ekteré parametry funkce. Budeme mit funktx) = ax+ 2, kterd prochazi bo-
dem[—5,12]. Nejdfive dosadime -5 za funktni hodnota v -5 je 12, tedf(—5) = 12
Dostaneme

12= -5a+2
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avidime, Zea = —2. Nalezli jsme funkci
f(x) = —2x+2.
Podobr feSime pipad, kdy graf neznamé linearni funkce prochazrda body,
tfeball, —2] a [5, 6]. Plati tedyf(1) = —2, f(5) = 6, odkud dosazenim daof@dpisu

linearni funkce dostaneme @&vovnice,

-2 = a+b
6 = ba+b

Odé&tenim prvni rovnice od druhé ziskame
8 = 4da
Odtud plynea= 2, b = —4. Dostavame funkci
f(x) = 2x—4.
[ cviteni6.2

1. Najckte linearni funkce s grafem prochazejicim b@dy|, [3, 2, a0, 1], [1, O]
v druhém ppipace.

2. Najckte pro nalezené funkce pridsiey s osamki ay.
[] Regeni.
1. f(x)=2, f(x) = —x+1

2. Uvédomme si, Ze pris& grafu s osox musi mity—soufadnici 0 a podob@
pruseik s osowy x—souradnici 0. Tedyf (x) = 2 ma jen priséik s osow v [0, 2].
Body [1, 0], [0, 1] jsou prlséiky f(x) = —x+ 1 s osamk, y.

6.2 Linearni lomena funkce

Nez si nadefinujeme linearni lomenou funkdipomeaime sinepfimou Umérnoshe-

primou Gnérnost (Obrazek 6.3) popisuje funkéeR — {0} — R, f(x) = X.

X
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Obrazek 6.3: Funkcé(x) = )_'§

Pokud dojizdime vzdy stejnou cestou do Skoly,&ak rychleji pojedeme, timidy
ve Skole budeme. Doba jizdy je tak figpo unerna rychlosti.

Obréazek 6.4: Linearni lomena funkééx) = 2+ ;35

Linearni lomena funkce (Obrazek 6.4) je jen posunut&ingpunernost. Budeme

psat
f:R— {—9} — R,
c
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_ax+b
Y= oxtd’
Definicni obor linearni lomené funkce neobsahuj%. V tomto bod® dochazi k nespo-
jitosti.
Poznamka.1 Na funkci vidime, pré se i kresleni grafi funkci nemtizeme spoleh-
nout na bezmyslenkovité spojovarékolika vynesenych bodd. $faovsem nespojo-
vat body, které leZi na opaych stranach od bodu nespojitosti.

[] cviteni6.3 Co by nastalo pr@ = 0, bc— ad = 0, jak by pak funkce a jeji graf
vypadaly? Zkuste ndfklad predpisy

a, b cdeR,c#£0,bc—ad+#0.

3X+7 3X+6

ReseniDostali bychom linearni funkcé(x) = 3x+faf:R—{-2} - R, f(x) =

-b.lc.\) |:|

0.75

/ 1.75

~73 |0 x
-2 0 X

Funkcef (x) = 3x+ Funkcef(x) = 3,Df =R —{-2}

NI

Obréazek 6.5: Pro&které kombinace koeficientli dostaneme linearni funkeci.
Pro snad@jSi znazoraéni si gevedeme fedpis funkce na tvar

_k
y= —1 +d.

Dosahneme toho vydenimcitatele jmenovatelem. Graf pak snadno nakreslime posu-
nutim (ol horizontélré, oq svisle) grafu funkcef (x) = >—'§, kterou @i pouhém nértu
prok > 0 téZko odliS§ime od (x) = % (stejré jakof (x) = )—'§ od f(x) = —)—1( prok < 0).

NagFiklad funkci f (x) = 2] pfevedeme vyélenim na tvarf (x) = 2+ 1.

Podobr jako se ramena nmé unernosti gimykala k osanx ay (pfimkamy =0
ax = 0), ramena linearni lomené funkce sénpykaji ke svislé a vodorovnérfmce.
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Témto pimkam budeméikat asymptoty. Funkcé (x) = 2;:? ma asymptotyy = 2
ax = —3. Ty odpovidaji nalezenym hodnotam= 2 al = —3.

VSimnéme si, ze prk > 0 funkce f(x) = )—'j klesa zvlast na intervaly—oo, 0)
a zvlast na(0, «).
[] cvigeni6.4

1. Najcktek € R, pro které graf funkcd (x) = ;'§ prochazi boden-3, 6.

2. Pomoci transformaci grafu ¢rénéte grafy funkci

Begen| x5 _ 4 _ -2
[] Regen. k= —1805 5 = 3+ 53 = 3+ 115

Graf funkcef (X) = 535 +2 Graf funkcef (x) = =2




6.3. KVADRATICKA FUNKCE 65

) \2 x -15 [-1]o0 X

Graf funkcef (x) = 22 Graf funkcef (x) = S5

6.3 Kvadraticka funkce

Prace s kvadratickou funkci nebude obtiznéanbVvali jsme se kvadratickym polyno-
mlm, coZ by ndm nyni &o ulel€it praci. Nagiklad ka'en kvadratického polynomu
bude mit vyznam priséku odpovidajici kvadratické funkce s osou

Obréazek 6.6: Hklad kvadratické funkcé (x) = (x—3)2 — 2
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Kvadratickou funkc{Obrazek 6.6) zapiSeme
f:R—R,

f:y=ad+bx+c,ab,ceR, a0.

a>0

——b?~4ac=0
- = =b%>-4ac<0
‘== b’~4ac>0

a<0

Obrazek 6.7: Jak koeficienty kvadratické funkce ovlivni pejlohu

Poznamka6.2 Pro kladné koeficienty je kvadraticka funkce omezena zdola a ma

minimum (Obrazek 6.7). Naopak maximum najdeme u grafu lkatézkych funkci se
zapornyma.

DFiv bylo mozZné se setkat se Sablonou pro kresfeai?, y = 2x?, ... Sta&ila pak
i pro ostatni kvadratické funkce se stejnymprotoZze jsme schopni siedpisy kvad-
ratickych funkci fevést na tvar vhod®si pro né@rt pomoci metody Uplnychtverci.
Znovu budeme jen posunovat grafy jednoduchych funkcipgeot

2 2
ybxtc= (x+2) 4o,
2 4

Pro nakresleni grafi’ + bx+ ¢ sta&i posunout grak? o g doleva ac — '%2 nahoru.
[] cviteni6.5.

1. Pro jakéb ac protina funkcef (x) = x* + bx+c osux, co to znamena pro keny
polynomux? + bx+ c?
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2. Nartnéte grafy funkci

f(X) = X% —4x+3, f(X) = x> —4x+4, f(x) =x>—4x+5,

f(X) = —(x2 —4x+4), f(X) = —x*+5x—6, f(X) = —x*—2x—3.

[] Reeni.Graf f(x) = X2+ bx+ c protina osux v bodech(x;, 0] a [x2, 0], X1.2 =
—bEVE®4e pro b, ¢ spiiujici b? — 4c > 0.

Graf funkcef (x) = x> — 4x+3 Graf funkcef (x) = X% — 4x+ 4

/2 X

Graf funkcef (x) = X2 — 4x+5 Graf funkcef (x) = —(x% — 4x+ 4)
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Graf funkcef (x) = —x® +5x— 6 Graf funkcef (x) = —x® — 2x— 3

6.4 Mocninné funkce

N2 A

Jako nejjednodussriklady mocninnych funkci nAm mohou poslouzit funkce syiatu
povrchy nebo objemyéles s jejich stranami nebo prény (V (a) = a3, S= mr?). Kdyz
zvétsime strandtvercek—kréat, z\etsi se jeho povrck?—kréat, objem krychle by se
zveétsil k3—krat. Obeck kdy? z\étSime objekt v rovié feba dvakrat, Z8si se jeho
povrch Z—kréat, objem objektll v prostoru by se pakétsil 2—kréat. Galileo Galilei
dokézal pomoci tohoto pravidla odhadnout maximalni moarydku stromu.

Strom snese jen ity tlak. Tlak je podil sily a plochy, na kterou tato plisépi=
%). V naSem pipact se jedna o gravitai silu, kterd zavisi na hmotnosti stromu, a ta
zase na objemu stromia hustoé dlevapy (F = mg F = pgV g). Objem stromu ale
roste s fteti mocninou vy3ky\( = kiv®) na rozdil od plochyezu stromu, ktery roste
jen s druhou mocninou$= kov?) vy3ky stromuw. Tlak viezu stromu tak roste s prvni
(3-2) mocninou vysky:

= pdk1v39 = pdklgv: konstantav.
|(2V2 k2

Galileo Galilei dosel k maximalni mozné vySce stromu asi &@rli. Tento princip
ale plati daleko obe@iji.
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Obrézek 6.8: Mocninné funkce praippzené liché a sudé mocniny

Mocninné funkc€Obrazek 6.9) se budou liSit svymi definimi obory, obeca Ize
psat

f:(0,0) =R,

f:y=x%acRk.

Pro cel@iselné mocniny (firozené mocniny jsou na Obrazku 6.8) mlizeme fizSi
definicni obor,

f:R—{0} =R,

f:y=x*acZ.

Pro kladné mocniny bude maximalnim detimim oboreniR,

f:R—R,

f:y=x%a>0.

Poznamka.3. Grafy mocninnych funkci prochazeji bodén 1].
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Obréazek 6.9: Mocninné funkcEx) = x2 pro realné mocniny

Graf pro realné zaporné mocniny vypada jako pravé ramendmeépineérnosti.
[] cviteni6.6.

1. Najcete maximalni defiini obor funkce sigdpisem
f(x) =vx—3, g(X) = X2,
2. Najckte takovéa € R, aby graf funkcef : y = ax® prochazel boderf2, 4].
3. Ktera ztisel 062 2,15% (3)%75; (F)19% jsou \etsi nez 1?
[] Regeni. = (3,®), Dg= (0, ) Da= 302,15 > 1, (F)101 > 1
[] Cviteni6.7. Natrtnéte grafy funkci:
1. f(x)= x%,
2. f(x) = (x—5)3,

3. f(x):x%,
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[] Regeni.

71

Graf funkcef (x) = X2

Graf funkcef(x) = X2

Graf funkcef (x) = (x—5)®

Graf funkcef (x) =x~
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— -

0 0.33

1
Graf funkcef (x) = (x—3)* Graf funkcef (x) = v/2—x

6.5 Exponencialni funkce

A

Exponencialni funkce Ug&3ré popisuji neomezené mnoZerighia bakterii fi do-
statku zivin a prostoru. Pokud se ritgtad buika jednou za hodinu ro2tl, bude po-
cet burgk popisovat funkcg = 2%, kdex je ¢as v hodinach (defidini obor miize byt
pro jednoduchost podmnozify. Pctet burek pak vykazuje exponencialni rlst (kdyz
zanedbame vSechny vlivy, kteréqat redukuji). Naopak k exponencialnimu poklesu
dochazi pi odbouravani latek \v&le nebo fi radioaktivnim rozpadu prvki.

Predpokladejme, Zeéto odbouré% mnozstvi léku dena Po prvnim dni zbude
% téle% plivodniho mnozstvi,&hem druhého dne se ze zbytku odbouﬁaji&stane
tedy ... Zavislost mnoZzstvi léku \&le natase popise funkge= (1)”, kdex je Eas
ve dnech a defigni obor je(0, ).

Exponenciélni funkadbecré zapiSeme

f:R—R,

f:y=aacR, a>0 a#l

RozliSujeme dva tvary grafli (Obrazek 6.10) a hiaamovani, pro & a < 1 funkce
klesa a pra > 1 roste k nekon&nu.

Poznamkas.4. VSechny grafy exponencialnich funkci prochazi bodeni|. Expo-
nencialni funkce ma vzdy kladné hodnoty.

[] cvigeni6.8
1. Co nastava pra=17?

2. Ktera ztisel 062 2,15% (%)%75; (3)1%% jsou \&tSi nez 17
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a<l y a>1

Obrazek 6.10: Chovani exponenciélni funkce) = a*

3. N&rtréte grafyf(x) = 2%, f(x) =27 f(x) = -2, f(x)=—-27%

[] Reseniax=1, vx= f(x) = 10Tuto Glohu mizeméesit také pohledem na graf
exponenciélni funkce pra> 1 aa< 1.

1
"] ~——
0

Graf funkcef (x) = 2% Graf funkcef (x) = 27%
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Graf funkcef (x) = —2¥ Graf funkcef(x) = —27%

Poznamka6.5. Zkusme si povsimnout, Ze plati= (3)* = 37 a Ze funkciy = (3)*
ziskame pevracenim grafu’kolem osyy.

6.6 Logaritmicka funkce

O logaritmické funkci(Obrazek 6.11) se brzy dozvime, Ze je inverzni k funkci ex-
ponencialni. Usnatlje nam proto praci s vyrazy nebo rovnicemi s exponenciéanim
Cleny.
PiSeme
f:(0,0) — R,
f:y=log,x,a>0,a+# 1,

kdeCisloa se nazyvé zaklad logaritmu. Deftmi obor funkceD; = (0, o) ndm dovo-
luje logaritmovat jerkladné Cisla.

Plati:
a=x
To znamena, ze
logz 81 =4,
protoze
3t =181
Ozn&ujeme:

O Inx=logeX,

O logx =log;gX.
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a>1

o

Obrazek 6.11: Logaritmicka funkdgx) = log, x

Mluvime o @irozeném a dekadickém logaritmu. Tyto dva se pouZivajiasdji.
[] cviteni6.9. Najdéte maximalni defid@ini obor funkce sigdpisem

1. f(x) =log(4x —x?),
2. g(x) = log(x> —x—6),
3. h(x) = Iog(>1(—3)'

[] Regeni. @ = (0,4)0Dg = R — (-2, 3)[IDy, = (3, ©) — {4}
Méli bychom znat zakladni pravidla pro logaritmovani:

y=log,x< x=4a,
log,1=0,a#1,
log,a=1a#1,

log,u-v=logyu-+log,V,

log, ¢ = log,u—log,V,

log,u’ = vlog,u,

O o o o o o O

al%%X = x,



76 KAPITOLA 6. ELEMENTARNI FUNKCE

S logaritmy pracujeme podobrjako s odmocninamgasto evadime logaritmy
vétSichcisel na logaritmygisel mensich. MUzent&sté&né zlogaritmovat 10000 podle
vzorc:

log, 10000= log, 10* = 4log, 10 = 4log,2-5 = 4(log, 2+ 10g,5) = 4(1+l0g,5),

nebo vyraz
6x8e3x+2 x6e3+2
" sox " ook
= In(x®) 4 In(€*"2) — (In(10) 4 In(x) + In2¥)
=6In(x) + (3x+2)In(e) — (In(10) +In(x) +xIn2)
= 6In(x) +3x+2— (In(10) 4 In(x) +xIn 2)

= 5In(x) +3x+2—1In(10) —xIn2.

= In(x®e**2) —In (10x2¥)

[J cvigeni6.10
1. Zjednoduste: log100 In 3, logs5v/5.
2. Zjednoduste: log 108100, log, 5 &, 10g20+log 50
3. Zjednoduste: logx?2¥), log (x°107+3).
4. Najcktextak, aby logx = —2, log, 625= 4.
5. N&rtréte grafy funkcif (x) = log(x— 3) a f(x) = 1—logx.

[ Regeni2, -2, 308, —12 30xlog2+ 2logx, 5logx+ (2x+3)01, 5

__

0 10 X

Graf funkcef (x) = log(x— 3) Graf funkcef (x) = 1—logx



6.7. GONIOMETRICKE FUNKCE 77

6.7 Goniometrické funkce

Dfive nez se seznamime s funkcemi sinus, kosinus, tangettisbyghom si osezit
pojem Uhlu. D pologimky VAaV B se spolénym bodenV rozcgli rovinu, ve které
leZi, na de Casti. Kazd4 zéchtoCésti roviny Eetré obou poloimekVA aVB se
nazyvauhel AV B BoduV sefika vrchol Uhlu,pologiimkamVA aV B ramena Ghlu.
Casto se Uhly ozralji také malymieckymi pismeny, B, V, ...

Velikost Uhlu udava odchylku dvou sl reprezentovanych rameMA a VB.
MEéfi se bud vestupnovéneboobloukovémife. Velikosti UhluAV Bve stugiové mie
nazyvame nezaporngéslo, které vyjatlje, kolikrat je Uhel @tSi neZ jeden uhlovy
stupd. Jednotkovy uhel (kratce stupezn&i se °) je uhel rovnajici s& pravého uhlu.
Ve stupiové mre se uziva i mensich jednotek, Ghlovych minut Ers&’) a Uhlovych
vtefin (znati se”). Plati

1° =60 = 3600".

U definice obloukové miry Uhlu je zdsadednotkova kruZnicélakovato kruznice
ma polongérr = 1 a sestrojime ji se &dem veV. Jeji prlséiky s ramenyAaVB
ozn&imeA; a B;. Potom velikosti GhllAV Bv mife obloukové nazyvame délku ob-
louku (€asti kruznice)A1Bs, ktery lezi uvnit Uhlu AV B. Jednotkou je radian (zoase
rad, ale obvykle se nezapisuje). U odvozovani velikoskierych ahll miizeme vyuzit
vzorce pro obvod kruznice

0= 2rm,

pro jednotkovou to znamena
0= 21,

pravy Uheltak ma velikostjrad, protoZe jeCtvrtinoupiného Ghlu.
Pri prevodech jednotek velikosti Ghlt vyuzivame tohop#eny Ghelma velikost

180° = rrad,
tedy
o_ T
1° = 18 0rad
a 180°
lrad= —
m
Snadno odvodime 20
s
3¢ @mad Erad
a 3 3.180°
“mrad= 2" =135
4 4

KdyZ jedno rameno prohlasime zagadeEni a druhé za koncove, dostaneonen-
tovany uhelOrientovany Uhel s gate€nim ramenenV A a koncovymV B ozn&ime
AVB Velikosti orientovaného uhlav B nazyvame kazdé z realnyc€isela + k- 360,
kdek € Z a a urcime takto:
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1. je-liVA=VB,jea =0°resp.0,

2. je-liVA#£VB, je a velikost neorientovaného uhlu, ktery vznikne @aim po-
cat&niho ramen® Ado polohy koncového rameMB v kladném smyslu (proti
smeéru hodinovych raicek).

Plati tedy
0<a<360 (0<a<2mn),

velikosti o sefika zakladni velikost Uhlu.

Zakladni velikost Uhlu se nam asi bude nejlépedstavovat na K&ickovych ho-
dinach. Velikost Ghlu, ktery svira minutova a hodinovéiéka v 9 hodin je 9077),
protoZe se jedna o pravy Uhel. KdyZ vezmeme jak&ap@ni rameno hodinovou ru-
CiCku, tak velikost orientovaného uhlu meziCitckami bude 270‘(37"), o tento Uhel
musime otoit zpatky hodinovou r€ickou, abychom se s ni dostali pod minutovou.

[] cviteni6.11 Najdéte obloukové i stupové velikosti orientovanych uhlti mezi
ruciCkami hodin v

1. 6:00,
2. 11:00,
3. 4:00,
4. 8:30.

[ Regeni.rr, 18004, 330027, 1200571, 75°

Hned seitemi Uhly se setkame v trojuhelniku. My se budeme zajimatriéla ty
pravouhlé. Vime, Ze s@et velikosti Ghld v trojuhelniku je 180°, v pravouhlémijiro
Uhelniku zbyva na nepravé uhly 90° eéMbychom gipomenout, Ze trojuhelniky jsou
podobné, pra kdyz maiji stejné velikosti Ghll, coZ nastava tehdy, kdyslsoduji
pomery odpovidajicich si stran.

Budeme uvaZzovat pravouhlé trojuhelniky ABC s Uhlemu vrcholu A, pravym
Ghlemy u vrcholu C, a tedy ahlem 180- 90° — |a| = 90° — |a| u vrcholu B. Pro
stejnéa jsou si vSechny takoveéto pravouhlé trojuhelniky podobméap tak stejny po-
mér odpovidajicich si stran. Uvazujme libovolné podobngitrelniky ABC a AB'C’

s Uhlema u vrcholb A i A.

Pak mlzeme ozt
a_ a = sina
c ¢ '

sina bude funkce, kterafgfadi zatim kazdému ostrému Uhtuodpovidajici porér
protilehlé odeésny k fiepore.
Podob@ ozn&ime

= — = Co0sa.

alo
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cosa bude funkce, kteraffadi zatim kazdému ostrému uhduodpovidajici porér
prilehlé odesny k iepore.
Nakonec je&
a /
v tga.
tga bude funkce, kterafifadi zatim kazdému ostrému Uhdu odpovidajici porér
protilehlé odésny k gilehlé.

B=[cosa,sina]

a=sina

I
A=0 b=cosa ¢

Obrazek 6.12: Odvozeni hodnot funkdix) = sin(x) a f (x) = cogX)

Nejnazor@jsi je odvozeni prt&hu funkci sinus a kosinus na jednotkové kruznici.
UvaZujeme uvnitrameno nejiive mfici do bodu[1, 0]. Rameno se zatim bude moci
otoCit proti sméru hodinovych ricek o (kladny) Ghetr mensi neZ. Z bodu, ve kte-
rém se otéené rameno protne s kruznici, spustime kolmici naxo3a ndm s obma
rameny vymezi pravouhly trojuhelnik $gponouc délky 1. Tedy odésna lezici na
osex ma délku cosr a zbyvajici svisla sit, protoze

cosa = — =

sina =
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Zatim sino a cosa odpovidaji sotadnicim bodu (konce ramena), ktery se pohnul
o kladny uhel (drahu na jednotkové kruZnici)< 7 po jednotkové kruznici z bodu
[1, 0]. Funkce sinus a kosinus pak obéantuji solfadnice bodu, kam se dostane bod
[1, O] pfi rotaci o orientovany Uhel (Obrazek 6.12).

\/ 3wz -\ -2/] w2 ™\ 3m2 /on X

Obrazek 6.13: Graf funkcé(x) = sin(x)

Pfi kresleni grafu funkce sinus (Obrazek 6.13) znaoggme na os& Uhel (vzda-
lenost urazenou vzdalenost z bgdu0] po jednotkoveé kruznici). Na ospivynasSime
vySku bodu nad osox Graf funkce kosinus (Obrazek 6.14) sestrojime ob@glpen
jako hodnoty funkce tentokrat beremeovou sotiadnici bodu na kruznici. Defiat
nim oborem obou funkci je mnozifavSech realnycitisel.

1

/A VANV
/ —3n12\—y—rv2 nfz\n/arvz 2n \x

-1

Obrazek 6.14: Graf funkcé(x) = cogX)
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[] cviteni6.12 Pro ktera realné&isla (Ghly v rad) jsou funkce sinus a kosinus za-
porne?

[] Regeni.Jedna se o @periodické funkce, proto budou zaporné na nekowen
sjednoceni intervalli

sin(X) < 0 prox € Ukez (1m+ 2k, 21+ 2Kkm),

T
2

Nékteré hodnoty funkci sinus a kosinus jsou vSeobenmamy. Teba hodnotu
sin odvodime z poréru stran jednoho ze dvou trojahelniki, které vzniknowzkd
ve Ctverci nakreslime uhldtku. Pokud bude mit stran&verce, a tedy i odgsny
délkud, pak gfepona bude délky/2d. Snadno zjistime pra = 1z

3
cogX) < 0 prox € Ukez (= + 2K, ST+ 2km).

a=d, b=d, c=+2d,

sina = a_ a = £2
c v2d 2
Stejré bychom nasli (stejnou) hodnotu pro funkci kosinus.
[] cviteni6.13 z rozptileného rovnostranného trojahelniku zkuste odvodi
sinE cos’—T sinl—T cosE.
6’ 6’ 3 3

NejpouzivaejSi hodnoty funkci sinus a kosinus si uvedeme v tabulce:

a

o
oly
Ay
wly
NIy

i 1| V2] V3

sina | 0 3 ¢ F 1
3(V2| 1

cosa 1%% 510

S pomoci échto hodnot se daji éné odvodit na jednotkové kruznici i dalSi hod-
noty funkci sinus a kosinus pro thly z mnozifg € R, a = k7 vV a =kg, ke Z}.
K takovému odvozeni se pouzivaji symetrie na kruznici.

Chceme spiitat nafiklad sin>Jf nebo cos}. Bod, do kterého se dostanem@z1]

urazenim vzdétlenos%’—T po jednotkoveé kruznici, je os@soungrny vzhledem k ose
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[cos(1u3) sin(ri3)]

~
cosT3

sin(3)

3

Ho\vd
N

sin(r/3)

_/' [cos(5T3 sinGM3))=
[cos(rv3),-sin(rv3)]

Obrazek 6.15: Odvozeni hodnot Sfha cosy*

x s bodem odpovidajicim ahli (Obrazek 6.15). Méa tedy stejnou-ovou sotiadnici
a op&nouy—ovou sotiadnici. Proto

sin5—7T = —sinE = —ié,
3 3 2
cosS—n— cost — 1
3 T3 2

[] cvigeni6.14 PFi vypottech hodnot funkci sinus a kosinus&tavazovat zakladni
velikosti Ghll, coz je ejmé jak z grafli funkci, tak z pohybu bodu po kruZnici. 8po
tejte:

TN 21T
1. sing,

2. costd,

+~ 51T
3. sins,

i~ 13m
4. sin=5-,



6.7. GONIOMETRICKE FUNKCE 83

5. cos2T,

H 17
6. sin—=5".

[ Regeni B0R20— 20102042
[] Cviteni6.15 Natrtnéte grafy funkci

f(x) :sin(x+7—2T)7 f(x) = sin(—x), f(x) :cos(x—z), f(x) = —sin(x).

[] Re&eniVsimnéte si, ze

cogx n) = sinx
5) =
a take
sin(—x) = —sin(x)
y y
e N—" 0 " K N—" N
Graf funkcef (x) = sin(x+ J) Graf funkcef (x) = sin(—x)
y y
N—" 0 N—" x N—" N

Graf funkcef (x) = cogx— 7) Graf funkcef (x) = —sin(x)



84 KAPITOLA 6. ELEMENTARNI FUNKCE

Zminime je& funkcetangensa kotangens(Obrazek 6.16) ziskdme jekknim

funkci sinus a kosinus:
_ COSX

X = —— — m
Definicni obory &chto funkci jsou samégjmeé ochuzeny @islax, pro ktera jsou jme-
novatelé 0. Definujemé: R— {xe R,x= J +km, ke Z}

fF(x) =1t9(x)
af:R—{xeR,x=kmkeZ}

f(x) = cotg(x).

y y
321" -w2/0| w2/ 3i2m X -2m —n\ 0\ m \2n X
Graf funkcef (x) =tg(x) Graf funkcef (x) =cotg(x)

Obrazek 6.16: Grafy funkdi(x) =tg(x) a f(x) =cotg(x)

Uvedeme si nejzna@jSi vztahy pro goniometrické funkce:
SiPx+cogx = 1,

Sin2X = 2SiNXCOosX,

il
[
0 cosX=Cco¥X— SirPx,
[ tgx-cotgx=1,

Il

sinx = cos(x— J),
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O cosx=sin(x+J),

[0 sin(x+y) = sinx- cosy 4 cosxsiny,

[0 cogx+ty)=cosx:cosyF sinxsiny,

O sinx-+siny = 2sin*}Y - cos*3?,

0 cosx+ cosy = 2c0s’5? - cos*5,

0 sinx—siny = 2cos’% - sin*5Y,

0 cosx+cosy = —2sin*5Y - sin*>Y.
Nejvice budeme pétbovat prvniiti vzorce.

Napiklad i integrovani se nam hodi zapsat%irpomoci prvnich mocnin goni-
ometrickych funkci. Vyjdeme zédtiho vzorce
coS X = cOS X — Sirf X

a pomoci prvniho vzorce miizeme dosadit mistd kegraz 1— sir’x,

COSX = 1 — SirPX — Siréx.

Vyjadiime sirf x
. 1- X
sigx = - oS &

2
Odtud by vyplynul dalSi vzorec
’sin)—( _ jizcos
2 2
[] cviteni6.16 Zjednoduste:
sicx—sinx 1—cosai+sin1  tgt cotgt

co$x—cosx” 1+cos2i+sin2u’ 1—tgt + 1— cotcft

3D Reseni O x=£ kI ke ZOSX x £ 342k, k € ZOO, X # KT, X # T+ KT, x #
FT+Km
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6.8 Slozené funkce

Dobre zname funkce
g(x) = € neboh(x) = —x2.

Casto se ale setkavame s funkcemi tviiea

kde jsme v podstatnahradili pror@nnou ve funkci fun&nim gedpisem jiné funkce.
Funkce tak vznikla sloZzenim dvou jinych.

Definice6.1 Necht pro funkcef ag plati, ze
{xe D¢, f(x) € Dg} # 0.

Pak funkce
g(f(x)),xe {xe D¢, f(x) € Dg},

se nazyv&lozena funkca-unkcef se nazyvéanitini ag vnéjsi funkceZnaime také
(9o £)(%).

Protoze vijSi funkce zobrazuje hodnoty funkce Vnit je poteba, aby aspo
néjaké hodnoty vnini funkce patly do definicniho oboru vijsi funkce. Nemohli
bychom skladat ndfklad g(f) v pfipace

(00 = 3. 900 = V&

protoze funkcef vraci zaporné hodnoty, které se nedaji dosadit pod odmecnin

Podivejme se naffklad pouziti sloZzené funkce. Dva kamaradi viastni spabsst
Med v.0.s. Prodavaji med za 100Ka kilo. Jejich mskEni trzby se tedy daji potat
pomoci funkcem: (0, ) — R,

m(x) = 100- x,

kdex je prodané mnoZstvi medu v kilech.
Z meéstni trzby plati fixni n@éstni naklady 1000K a zbytek si rozéli. Vydélek
jednoho v zavislosti na trzbach se dé popsat fumkgD, ) — R,

x—1000
V<X) = 2 ?

kdex ozn&uje trzby.
Kdyz bude @koho z kamarad{ zajimat, jak jeho &ek zavisi na prodaném mnoz-
stvi medu, dosadi dd'@dpisu prov zax vyraz 100 x a dostane funkaiv: (0, ©) — R,

100x— 1000
W) = ————.
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Takto slozil funkcev am. Funkcem dava nezaporné hodnotiim C Dy), pro které je
funkcev definovana, tedy tyto dvfunkce jde podle definice slozit.
Slozme teba funkce

g(x) = X2+ 3x+2, f(x) =3x+1,

a(f(x) = (3x+1)2+3(3x+1) + 2.

Funlk€ni hodnota sloZzené funkce v lbde da poitat bud z gedpisu slozené
funkce,

9(f(1)=(3-1+1)%+3(3-1+1)+2=30
nebo postupa,

f(1)=3-1+1=4, g(4) =4*+3-4+2=230.
[] cviteni6.17

1. Napistef(g) i g(f) a najcéte defintni obor:

f(x) = sin(x), g(x) =

f(x) = VX 3,g()—x6+3
f(u)=3-Y g(h)=h

(

f(t)=5t2+8t, g(l) = Iogl2.

2. Naopak najéte dvojice elementérnich funkci, jejichZ sloZenim vzoikfunkce:
rt) = (t2+1)° = /X2 —4, d(x) = log®x— 4logx, f(x) =5

3. Najckttea, pro kteréh(h(2)) =17, h(x) = ax+ 3.

4. f(x) =x—1, g(x) = v/X, h(x) = x+ 3, najcéte gedpisyf (g(h)), h(g(f)) afunktni

hodnoty v boé 6.
[ Reseni. fg(x)) = sin(), Dy(g) = &, g(f (x)) = SiP(x), Dy 1) = RO (g(x)) =
4.D11q = B.0(1(9) = (VR=3)°+ 3, Dy ) = (3. ) () = 328;2 Di(g) =

> 4
R,gu(u»:(i“z;; . Dg() =ROT(g(1)) =5(log12)2+-8logl? Dy g = R— {0}, o( f
log(5t2+-8t)2, D fg=R—{— g, 0}0r = f(g), f(X) =x3, g(t) =t?+1; a—f() f(x)=
VX g0 = —4;d = 1(g), f(x) =2 —4x g(x) = logx; f =h(g), h(x) = 5 g(x) =
Via e {2, ~301(g(h(x))) = vx+3- 1, F(g(h(6))) = 2: h(g(f(x)) = =

3,h(g(f(6))) = v5+3

(1) =
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6.9 Inverzni funkce

Funkce pro drahu urazenot polném padu

s(t) = }gtz,t >0
2

dava dohromady dvojic&éds, draha padajicinélesa) pro rlizné nezaporéasy. Kdy-
bychom chéli ziskat funkci, ktera popisuje, jak zavisi doba padu rezené vzdale-
nosti, bude to mnoZina stejnych dvojic jen ielpozenym piadim (draha padajiciho
télesa,Cas) pro vSechny nezaporné drahy, kde i délka bude nezagemiaze kaz-
dou drahu fifazujeme pré& jednomutasu (prosta funkce), kazdé urazené vzdalenosti
pritadime prae jedencas (funkce). Takovou funkci zaddme pomoiEdpisu

2s
t(s)=4/—,s>0.
(s) \/g

Novy predpis jsme ziskali vyj@@nim prongnné z plivodniho. Vytvdi jsme tak in-
verzni funkci (Obrazek 6.17).

i Xy

;o f,(

Obrazek 6.17: Funkce je s funkci inverzni sarma podle osy prvniho kvadrantu

Definice6.2 Necht funkcef(x) je prosta naDs, pakinverzni funkcek funkci f se
nazyva funkcef_1(x),D_, = Ht¢, pro kterou plati

f_1(f(2)) =z z€ Ds.



6.9. INVERZNI FUNKCE 89

Poznamkd.6. Inverzni funkce séasto oznéuje hornim indexem -1, ale kvlli odliSeni

od f1(x) = Tlx) budeme pouZivat index dolni.

Vyzkou$ejme definici pro funkcf (x) = x3. Tato funkce je prosta, proto inverzni
funkce existuje. Redpis najdeme vyj@énimx.

y=x=x= .
Inverzni funkce tedy bude
f,]_(X) = \3/>_<

Slozenim funkci ziskame
fo1(f(2) = VA=z
Poznadmkeb.7. Inverzni funkce ke sloZ#Sim funkcim se obvykle hledaji pomoci in-
verznich funkci kém elementarnim. Funkce k solmverzni jsou najklad
f(x) =x2"1: f_4(2) =z21,ne Z,

f(x) =logy(x): f_1(2) =a%*,a>0,a#1

PouZijeme je pakieba:
f(x) =log(25x+3),

y = log(25x+3) = 10/ = 25x+ 3= x = 10;;3,
a proto o
10¢—-3
1) =35
[] cvigeni6.18 Najdéte inverzni funkci k funkcim:
f(x) =2x+3,xeR, f(x)= ﬁ, f(x) =3 f(x) =log2x+5

[J Reseni. f1(x) = %53, f 1(X) =x3+6, f_1(x) = X3 f ;(x) = 18-85

[] cvigeni6.19 Jak zavisi délka hrany krychle na jejim objemu a jak na jejom p
vrchu?

[] Regeni. &= $V,V >0, a=,/5,S>0

Pri grafickém znazorani uplahiujeme to, Ze inverzni funkce jerigyracix, y sou-
fadnice oproti ptivodni funkci, toho dosahnenfewacenim grafu plivodni funkce
okolo osyy = x.

[] Cviteni6.20 Nakreslete grafy funkci (x) = X+ 2, g(X) = —3+ €2, a funkci
k nim inverznich. Jaké budou deftmi obory inverznich funkci?

[] RegeniDefinieni obory budoD¢ , = (0, @) aDy , = (3, ).
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y
Yy ]
£,09 ! g(x)=-3+e*2

- 9,0

f()=3+e* //""'/
. - T — o
2 kel Al
Graf funkcef (x) = ¥/x+ 2 Graf funkceg(x) = —3+ €2
y
arcsin(x)
== SiN(X)
-2 -1 0 1 2 X

Obrazek 6.18: Funkce arcsin
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[] Cviteni6.21 Jak pomoci teploru a stopek wite vysku stropu mistnosti?
[] RegeniCim se snadgji mé&fi doba volného padu?

Pfi feSeni goniometrickych rovnic uplatnime inverzni funkdercim sinus a ko-
sinus, tedy arcsin (Obrazek 6.18) a arccos (Obrazek 6.1tkdeusin a cos jsou ale
prosté jen na @kterych intervalech. Proto ke konstrukci a definici inveéch funkci
bereme jerf : (-3, J) — R,

f(x) = sinx

ag: (0, m — R,
g(X) = cosx.

Funkcef je rostouci a zobrazuje interval-7, 7) na(—1, 1) ag je klesajici a zobra-
zuje interval(0, ) na(—1, 1).

arccos(x)

Obrazek 6.19: Funkce arccos

MUZeme tak nadefinovat inverzni funkce ar¢gjn= f_1(x) a arcco$x) = g_1(x).
Tedyf_1:(-1,1) — R,

f_1(x) = arcsirx

ag-1:(—1,1) = R,
g-1(X) = arccos.
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6.10 Sudost, lichost a periodinost funkci

Definice6.3. Necht' pro vSechna z defintniho oboru funkce plati, Ze jeie Ds,
pak i—x € D¢. Funkcef se nazyv&udg jestlize plati

f(—x) = f(x)
pro kazdé € D;. Funkcef se nazyvdicha, jestlize plati
F(=x) = —f(x)

pro kazdéx € Dy.

Poznamk#®.8. Graficky se sudost nebo lichost posuzuje podle saawsti grafu funkce
podle osyy nebo podle péatku. Prvni @ta definice znfiuje nutnou podminku soum
nosti grafu, defiréni obor funkce musi byt soudmy okolo p@atku.

Pokud se ndm podiadokazat sudost nebo lichost funkce, pomuzZe naniitokou-
mani pri@hu funkce. Kroré soun@rnosti grafu jsou u sudych funkci navzajem rovné
sudé derivace (nulta derivace odpovida funkci samotné)agngpliché derivace %

a —x prox € Ds. Liché funkce maji stejné liché derivace a 0pa sudé derivace x
a—xprox e D¢. Stati pak vySetovat prileh funkce jen na polovindefinéniho oboru.

Funkcef : R — R,
je sud4, protoze
Funkceg: R — R,

je licha, protoze
9(—x) = (—x)3 = (—x) = -+ x= —(x3—x) = —g(X) ¥x € Dg = R.
Funkceh: R — R,
h(x) = x&

neni ani licha, ani suda, protoze

Funkcef : (0,1) — R,
f(x)=0
neni ani suda, ani lich4, protoZze nema défihiobor sourérny okolo 0.

[ cviteni6.22 Jsou funkcef (x) = 16x, f(X) = e, f(x)=a‘+a*,a>0, f(x)=
%3 sudé nebo liché?
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[] Re&enilicha Osudadsudalani licha, ani suda

VysSefovani pri@hu funkce se nam také zjednodusi, pokud dokazeme, Ze funkce
je periodicka.
Definice6.4. Necht prop € R, p > 0 plati, Ze je-lix € D¢, pak ix+ p, Xx— p € Ds.
Funkce f se nazyvéperiodickg jestlize plati f(x) = f(x+ p) pro kazdéx € Dys.
Nejmensi takové se nazyvgerioda funkce.

Pozndmka6.9. S dvoijici funkcif(x) a f (x+ p) jsme se uz setkalifpkresleni graft.
Graf funkcef (x+ p) dostaneme # (x) posunutim grafuf (X) o p doleva. Pokud ale
posunujeme graf periodické funkcepadoleva (nebo o jakykoliv cefidselny nasobek
p), graf zlstane z definice stejny.

Periodtnost m& smysl uvazovat u funkci obsahujicichfgdpisech periodické
funkce sincos tg, ...

Pokud je funkce periodicka, stavysefovat jeji prll&h jen na jednom intervalu
délky periody funkce a pak k vyobrazeni hodnot v ostatniateloh defintniho oboru
vyuzit f(x+ p) = f(x) Vx € Ds.

Najdeme periodu funkcé(x) = sin(2x+ 5). Z periodicnosti jednoduché funkce
odvodime periodu slo&jSi funkce. Vyjdeme z toho, Ze funkce sinus je-deriodicka,
tedy

f(X) = sin(2x+5) = sin(2x+ 5+ 2m).

Snazime se s{@x+ 5+ 2m) upravit na tvar sif2(x+ p) +5), aby se v pedpisuf (x)
zmeénilo jenx na rejakéx+ p. Vytvarime tak slozenou funkdi(x+ p)

Sin(2x+ 54 2m) = sin(2x+ 2+ 5) = sin(2(x+ 1) +5) = f(X+ m).

Dostali jsme periodur.

[] cviteni6.23 Jsou funkcef (x) = 5x, f(x) = 16cogX), f(x) = sin(16x), f(x) =
sin(x?) periodické?

[J Regeninelano,p = 2nJano,p = Z0ne
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7 Rovnice

7.1 Rovnice s jednou neznamou

Mnoho matematickych tloh a zapisli ma formu rovnice (zapiezin, gredpisy funkci,
polohy lokalnich maxim a minim funkci). UvaZzujme dva vyrd2x) aP(x) s pronén-
noux. Ulohou je utit, kdy (pro které hodnoty proémné) se hodnoty vyrazl rovnaji.
Zapis této ulohy

L(x) = P(x)
se nazyvaovnice Vyrazul(x) sefikaleva strana rovniceyyrazuP(x) prava strana
rovnice.Casto byva jedna strana 0. Prénméx se v rovnicifika neznamaPouzivaji
se i dalsf pismena hla@rz konce abecedygkdy ifecka.Cislaxy, pro ktera je rovnice
splirena(L(xx) = P(X«)), se nazyvajkofeny(feSeni) rovnice. MnozinéiselD, ze které
budeme hledatesSeni, se nazywdefinicni obor rovniceMnozinu vSechieSeni rovnice
budeme znéit K, K C D.

Poznamk&.1 Zapislim ve tvaru rovnice jsme se nevyhnuli u mnozin. Keayrafic-
kého znazoréni mame d& moznosti jak mnozinu zapsat. MZzeme vyjmenovat jeji
prvky nebo ugéit prvky z néjakého univerza pomoci charakteristické vlastnostio Tat
vlastnost miize byt zapsana pomoci rovnice, kdy univereedefinéni oborD C R.
Nagiklad mnozinuM = {—1, 1} zapsatM = {x € R, x?> = 1}. Rovnicex* = 1 je
jen zkracenym zapisem mnozihg. JejifeSeni spéiva v grevedeni tohoto zapisu na
M={-11}.
Najdeme kdeny rovnice
X—6+7x=23+2.
SnaZzime se nejjitl zjednodusSit vyrazy na obou stranéch:
8x—6=10,
k obéma stranamijteme stejny vyraz (+6)
8x = 16.
Rovnici také mtizeme wyalit vyrazem (s pihlédnutim k tomu, kdy je nulovy)

X=2.

95
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Resenim j&islo 2. Obvykle jed nalezenéeSeni dosadime do plivodni rovnice, abychom
se pes\wedili, ze ji splhuje.
L(2)=2-6+7-2=10,
P(2) =23+2=10,
10=10= L(2) = P(2).

s

Zkusime najit kéeny slozigjSi rovnice
(X +1)-VX+6+x=x+50%+1).

VSimnéme si nejéive defintniho oboru rovnicd® = (—6, ). Od obou stran ode-
ctemex,

(+1)-Vx+6=5+1).

Na obou stranach se da vytknout vys&z- 1, a protoZe je nenulovy pmoc D, vyde-
lime ok strany rovnice vyrazehx® + 1,

VX+6=5.

Re&eni této rovnice najdeme pomoci inverzni funkgé&keoz jex? (pravé rameno
grafu,Ds = (0, «)). Umocnime oB strany na druhou. Nevyhoda této operace je, Ze
i Cisla, ktera nebyldeSenimi ptivodni rovnice, mohdasit ziskanou rovnici. Pak je
nutné provést zkousku. Dostaneme

X+ 6 =25,
x=19.
Musime provést zkousku dosazenim do levé a pravé stramydpiivovnice,
L(19) = 362-5+19= 1829

P(19) = 19+ 5-362= 1829

Tedy ok strany maji pro 19 stejnou hodno€islo 19fe&i rovnici.

Zkusme si uftidit operace, které mtizemdiledanifeSeni s rovnicemi prova-
dét. Uz jsme pouzili Bkteré z ekvivalentnich a dlisledkovych oper&&ivivalentnimi
Upravamirovnice dostaneme rovnici se stejnyfagenimi, jako réla ta plivodni. P&t
mezi ré operace:

[0 vzajemna vyrgna stran rovnice,

X2 -x=0 0=x2—x

IPokud by vyraz nabyval progjakéx € D hodnoty 0, pokréovali bychom jako v sekci@&nované
SoLEinovému tvaru.
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[0 nahrazeni libovolné strany rovnice vyrazem, ktery se jhéoma celém defigi
nim oboru (Gpravy na jednotlivych stranach rovnice),

¥ —x=0 & x(x—1) =0,

[0 pficteni stejnéhdisla nebo vyrazu, ktery je definovan na celém défiim oboru
rovnice, k ol@ma stranam rovnice,

X2 _2X=X < X2 —x=0.

[0 vynasobeni obou stran rovnice tymeénulovym Cislem nebo vyrazem s nezna-
mou, ktery je definovan na celém definim oboru rovnice,

x2—2x_ X
1+x2  1+x2

o X_2X=X

[0 odlogaritmovani (,exponovani”),

4log(x+5) = 6 < 10#1090+5) — 1P,

Pokud jsou 0B strany rovnicenezaporné na celém defirinim oboru rovnice
(hag. 2¢- 31 = 81), mlizeme provad nasledujici ekvivalentni operace:

[0 umocréni nebo odmodmi obou stran kladnou mocninou, logaritmovani (pokud
jsou strany rovnice kladné)

2¥. 31 — 81 & logg(2¢- 3¥*1) = log, 81

Poznamk&.2. Obecré mliZeme na d@bstrany rovnice pouzit prostou funkci, pokud je
definovana pro vSechny hodnoty vyrazti na obou stranach.

Dusledkovymi Upravandiostaneme rovnice, které mohou mit i dé&&eni, nez jen
feSeni plivodni rovnice. Pro nalezee&eni pak musime provést zkousku dosazenim
do plivodni rovnice. Budou to operace:

[0 vynasobeni obou stran rovnice tymz vyrazem s neznamoy, jetelefinovan na
celém defintnim oboru rovnice.

[0 umocréni obou stran rovnicefpozenym mocnitelem.

Poznamkar.3. Ekvivalentni Upravy se &kdy liSi od disledkovych jen v drobnych,
ale dblezitych detailech. U prvni z dlisledkovych Gprawwyiaz, kterym nasobime,
nemusi byt nenulovy. K provedeni druhé diisledkové Gprasg nepdebujeme, aby

byly strany rovnice nezaporné.
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Redme rovnici

VX+6 = X
(VX+6)° = x

X+6 = X2

X1 =3 Xo = -2

ProtoZe prava strana plivodni rovnice miiZe byt zaporm&edh jsme dlsledkovou
Upravu a tu musi nasledovat zkouska.

L(3) = V3+6
L(3) = 3
P3) = 3
L(3) = P(3)
L(-2) = 2
P(—2) = -2
L(-2) # P(-2)

PUvodni rovniciesi jencislo 3.
Rovnice nemusi mit vZdieSeni,

X+3 = X+2/—-x-2
1 =20

pokud se Upravami zbavime prémmé a dostaneme k rovnici
c=0,c#0

nebo kdyz pi zkousSce vylogime vSechna mozn@seni. Na druhou stranu mliZe byt
feSeni nekor@é mnoho, nap

X+1
S —
x+1 ’
pak
K=R—-{-1},
nebo
sinx=1,

K:{g+%mkez}

Jednotlivé typy rovnic podrolinprobereme, ale dégdu prozradime, Zéasto po-
uzivame k vyeSeni rovnice inverzni funkci k funkci, ktera se v rovnigiskytuje.
Postup vyzkouSime na jednoduché rovnici.

In(x+3) = 5/e-
(odlogaritmujeme)
dn(x+3) _ &b
x+3 = e
X = -3
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V rovnici se vyskytla funkce I, proto jsme pouzili funkcie’. Pokud naopak bude
Vv rovnici exponencialni funkce, zlogaritmujeme ji.

2.3+ = 81/logs...
(logaritmujeme)
logg(2X-3*1) = log;81
xlog32+ (x+1)logs3 = logy3*
X(logz2+1)+1 = 4

X = —0

1+logs 2
Rovnice s odmocninou také¥Sinou mocnime, ale musime pro kladné sudé mocniny
provést zkousku.

7.2 Linearni a kvadratické rovnice

Tyto dva druhy rovnic séeSi nejsnadiji, protoZe se po Upravach dostaneme k jedno-
duchym tvarlim rovnic. Linearni rovnice ziska podobu

ax+b=0,a#0,
sfesSeninx = —g. Kvadraticka rovnice skati ve tvaru
ax +bx+c=0,a#0

s FeSenimix; , = ~2=VI"-4ac Regen kvadratické rovnice tedy odpovida hledani ko-
fenll kvadratického polynomu.
Spcitejme rovnici
20x _ 241 33X _»
x—1 x2—1 x+1
Defini€ni obor rovnice j&® — {—1, 1}. Rovnici zjednoduSime, kdyZ se zbavime zlomkd,
stai ok strany vynasobit vyrazert — 1, protozex? — 1 = (x— 1)(x+1). VSimnéme
si, Ze provadime ekvivalentni Gpravu nasobeni nenulovyimagm, protoZze? —1 =0
jen procisla -1, 1, ktera nejsou v defamim oboru rovnice. Tedy

x—1 - x2—1 x+1
24+X)(x+1) = (2%+1)—(3-3xX)(x—1)—4(x*—1)
X¥4+3x4+2 = 2%4+1—3%—6x+3—4x%—4/—x>+6x—8

) (x-D(x+1) _  (2*+D)(x*-1)  (B3-3K)(x-1)(x+1) 4(x2— 1)

Prevedeme vSe na jednu stranu rovnice

X—6 =
X =

win O

Nyni se je& snadno fes\edtime, Ze nalezen@slo pati do defintniho oboru rovnice.
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Podobi& by sefesilo

8/.6x (def. oborD =R —{0})
48
= +/48(==+4/3).

>4 ><|\)CDI><
|

[] cviteni7.1 VyfreSte rovnice:
1. xX*—18=0,
2. x> —18x =0,
3. X2 —x—-56=0,

2
4. % —2x+2,
5 X __2 3
X+l T ox(x+1)  x?
6. &tl _ x4
Tox=3 7 x+1’
x=1 , x=2 _ 5
[ R S

Pfi FeSeni nezapominejte na deimi obor rovnice.

[J Redeni. k= {+V/18}0K = {0, 18}0K = {7, 8}0K = {2} OK = { —1} 0K =
{~11,1}0K = {0, 3}

7.3 Rovnice s absolutni hodnotou

Jedna se o rovnice, kde se neznama objevuje v absolutni téodiemto typ rovnic je
obliben obzvla& mezi tvlrci @ebnic, snad proto Ze z plivodni rovnice se vyklubou
nejmée dw dalsi s rliznymi defighimi obory nebo Ze defiini obory vzniklych
rovnic se hledaji pomoci nerovnic.

Z definice absolutni hodnoty

X pro x>0,
X=1 _x pro x<0

dostaneme pro vyrd¥ (x)|

V(x| = V(x) proxtakova, ze V(x) >0,
| —V(x) proxtakova, Zze V(x) <O.

VyfeSme rovnici
13— 2|+ 1= |4x— 6. (7.1)
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Nejdrive hledame podmnoziny defémiiho oboru rovnice, kde jsou vyrazy v absolutni
hodno& nezaporné a kde neeSime tedy nerovnice:

Z nerovnic plyne, Ze vyrazy v absolutnich hodnotach jsouxzdntervalu (—oo, %)
zaporé, prox € (%, 3) je 3x— 2 kladny a & — 6 zaporny, prox € (3, ) jsou vyrazy
zaporné. Roz&lime tak defirini obor rovnice (7.1) nditintervaly, na kterych vyrazy
v absolutni hodnd@nenéni znaménko. K interval(g, 3) pfidame zbylé body, 3, ve
kterych jsou vyrazy nuloveé, abychom alet/Sechny body defiriniho oboru rovnice
(7.2).

Na intervalu(—oo, %) se plivodni rovnice (7.1) chové jako rovrfice

—(3x—2)+1=—(4x—6), (7.2)

protoze absolutni hodnota zapornych vyraziéiotdaménko. Upravami dojdemecks
3, coZ nenifeSeni rovnice (7.2), tedy ani (7.1), protoZe néipad defintniho oboru
rovnice (7.2).

Na intervalu<§, %} se plvodni rovnice (7.1) chova jako rovnice

(3x—2)+1=—(4x—6) (7.3)

s definEnim oborem(%, 3) . JejimfeSenim dostaneme= 1, coZ pati do definéniho
oboru rovnice (7.3). Proto jefeSenim rovnice (7.1).
Na intervalu(%, oo) se plvodni rovnice chova jako rovnice

(3x—2)+1=(4x—6) (7.4)

s definénim oborem(3, ) . Nalezené = 5 jefeSenim rovnice (7.1), protoZe fiado
definiéniho oboru rovnice (7.4. MnoZirfaSeni plivodni rovnice bude= {1, 5}.

[] cvigeni7.2 Vyteste:
1. X—2|x+1| =3,
2. |x—10/ = 4+2x,
3. |5—x—|x—=3|=2|x+1],
4. |x>—x|—-6=0.

[ Regeni. k= {3}0K = {2}0K = {2, 0}0K = {-2, 3}

2s definénim oborem(—o, 3)
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7.4 lracionalni rovnice

V téchto rovnicich najdeme neznamou pod odmocninou. Rovnigikde umocnime,
coZ je neekvivalentni Uprava, a proto na@amusime vSechna nalezdrdeni oefit
zkousSkou. Pokud rovnice obsahuje jen jednu odmocninu sameaa uvnit, osamo-
statnime ji na jedné strara rovnici umocnime. Pokud jsou takové odmocning,dv
bude pohodlgjsi gevést je na rlizné strany.

Proto upravime rovnici

VX+I1+vV2X+3 = 1
s defintnim oborem —1, «) na

VX+1 = 1—/2x+3/?
Xx+1 = 1-2y2x+3+2x+3/—-2x—4

Osamostatnime odmocninu a znovu umocnime

—Xx—3 = —2y2x+3/?
(x+3)? 4(2x+3)/ — 4(2x+3)
—-2x—-3 = 0

Nalezen&eSenix; = 3 ax, = —1 dosadime do plivodni rovnice

L(3)=v3+1+/6+3=5 P@3)=1
L(3) # P(3)
P(—
P(—

L(-1)=+v-1+1++y/-2+3=1
L(-1) =

1)=1
1)

Kofenem rovnice je tak jedislo -1.

[] cviteni7.3 Vyreste:

1. X+x=2
2. V3X—8—-2=+X—4,

3
3./ E243y /3 =1,

4. \/4x2 —\/8x+5=2x+1.

[] ReSeni. k= {1}0K = {4, 8} 0K = {-2, 2} 0K = {3
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7.5 Substituce

V rovnicich, kde se vyskytuje prodmnda ve sloZitych (podobnych) vyrazech, zvazu-
jeme substituci. Misto komplikované rovniteSime de nebo vic jednodusSich.
VyfeSime rovnici
X*—x2—-6=0.

ProtoZe s& nachazi v sudych mocninach, miizeme zavést subsfitda?, nahradime
tak vSechnax pomociy. PakfeSime

y’-y-6 = 0
y=-2 V y=3

Dale budeme pdtatieSeni plivodni rovnice dosazenim zpatky x°. Rovnice
X2 =—2
neméreSeni narozdil od
X = 3
X = +v3.
Dosgeli jsme k mnozigfeSenK = {—+/3, v/3}.
[] cviteni7.4 Spcitéte:

1. xX6—-6x3—-16=0,
1 _
2. \/X—+—3+\/X+3—x+4,

3. VX2 —3x+11=4x° - 12X+ 11
[] Re3eni. k= {-2, 80K = {—2}0K = {1, 2}

7.6 Soltinovy tvar rovnice

S Ulohou
X2 -Xx—6=0

jsme se setkaliiphledani kdenli polynomu. Pokud ji mame zapsanou ve tvaru
(x—3)(x+2) =0,

ihned vidime, ze rovnici splji Cisla -2,3. Takovému zapisu $ia soucinovy tvar
rovnice.Vyuzivame dllezité vlastnosti sou, Ze k jeho nulovosti st aby aspd
jedenclen byl roven 0.

Ale abychom se k takovym tvarlim dostali, je obvyklefpbt rovnice upravit na
SoLEin na jedné strana 0 na druhé strémefasgji pomoci vytykani.
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Poznadmkar.4. Rovnice nikdy nedlime vyrazy, které mohu nabyvat hodnoty 0 na
definitnim oboru rovnice. #Sli bychom totiz o jeji k@eny.

VyfeSme rovnici
(Xx—1)vx+6 = 5(x—1).
Upravime ji na so€inovy tvar
(x—1)(vVx+6-5) = O,
ktery vede ke dgma rovnicim. Z rovnice
x—1 =0
dostavame k@nx; = 1. Rovnici

VX+6—-5 = 0

jsme wyresili na z&atku kapitoly.ReSenix, = 19 jsme také o#¥ili kontrolou. Nasli
jsme tak mnozinuieSeni
K =1{1, 19}.

[] cviteni7.5. Vyreste:
. (4x®—8)(x+m) =0,
Xe—1=x-1,

. X(X2 —3x—4) =0,

. X X—8=3X,

1
2

3

4, (X—2)(XP+x) =2—x,
5

6. xe&— e =0,

7

. X2In?x = 2xIn?x

[] Regeni. k= {—m, —v/2, vV2}0OK = {0, 1} 0K = {1, 0, 4} 0K = {2} 0K = {0, 17} OK =
{1}0K = {1, 2}

7.7 Exponencialni a logaritmickeé rovnice

Tyto rovnice obsahuji neznamou v moaainebo pod logaritmem.fPfeSeni pouzi-
vame ekvivalentnich Gprav zaloZenych na vlastnostectritoga a exponencialnich
funkci. Zpravidla v prliBhu vypd@tu musime logaritmické rovnice odlogaritmovat
(umocnit stranami rovnice stejny zaklad). Podélaxponencialni rovnice logaritmu-
jeme. Ve slozijSich gipadech uvaZzujeme nad substituci.
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Spcitejme
25¢ = 53X

Rovnici mlizeme zkusit bezigmysleni zlogaritmovat. Zaklad logaritmu je vhodné
volit jako zaklad exponencialniatient.

logs25* = logs53*
xlogs25 = (3—x)logs5
xlogs5? = (3—X)

Ziskavame tak linearni rovnici

2X = 3—X

x =1
Existuje i jiny postup.

25 = 53X

52X — 53—X

Vyrazy s mocninou stejného zakladu se rovnaji, priédyZ se rovnaji mocnitelé. Takto
se také dostaneme k zndmeé rovnici

2X = 3—X
X =1

Pro pouziti obou postupll je nezbytné, abg slrany rovnice byly jedrideny nebo
alesp@ ve tvaru sotinu pro logaritmovani. Logaritmus st bychom totiz obtizé
zjednoduSovali.

V pfipacé rovnice

8 4-9.22+1 = 0
bychom slozié dostavali na obou jejich stranach jediemy nebo sotin (kdyby rov-

nice neobsahovaléen 1, bylo by to naopak jednoduché). Tady si al€istaedomit,
7e & = 2% = (2¥)? a pouzit substituci:

8-(22-9.2+1 = 0/z=2
8:-2-9z+1 = 0
z=1 v z=1}
=1 v =%
x=0 VvV x=-3
Resenf logaritmickych rovnic je podobné:
log2x = 5/10-
(exponujeme se zakladem 10)
1009% = 10°
x = 10

X = 50000
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e

Zkusime vyeSsit sloZigjSi rovnici, pouZijeme jak odlogaritmovani, tak substitu

x3t+4logx — 1088 /log. ..
logx(3+4logx) = log10+ 6logx /substy = logx
y(3+4y) = log10+ 6y
42 +3y = 1+6y
42 —-3y—1 = 0
y=1 v y=-1
logx=1 V logx=—%
x=10 V x:lo‘%

[] cviteni7.6. Vyreste:

5. 4X2—2X+l -1
6. &3 _ 41— 60,

[] Re&eni60-302 0401 00
[] cviteni7.7. Vyfreste:

1. logx=13

N

. logx+logx* =5,

w

. log(2x—6) =3,

IS

. log(x®+64) = 2,

. x/—logx — 1012,

o1

[] Re3eni. k= {1013} OK = {10} OK = {503} OK = {+6} OK = {103, 10*}
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7.8 Goniometrické rovnice

Nejjednodussi goniometrické rovnice maiji tvarysia ¢, cosx = ¢, tgx = ¢ a feSi se
pohledem do tabulky hodnot goniometrickych funkci, Pppace pouZzitim inverznich
funkci arcsin, arccos, arctg a dohledanim daléédeni na jednotkové kruznici. Takto
najdemeeSeni rovnice,

CoOSX = —\/75

7 — 1
X=¢lM V X=¥T

Kvuli 2 m—periodici# funkce cosinus bude mnozina vSéeBeni
7 11
K=<{XeR;x= 67T+2kn\/x: En+2kn, keZs;.

Regeni rovnice
sinx = 2%‘/@

nenajdeme v tabulce a musime pouzit funkci arcsinus,

L . 23
arcsir(sinx) = arcsin| —Y-"=
X = arcsin —%@

- _=

X = —12

Podobm® jako v gredchozi rovnici existuje jeStiednoreSeni na interval(o, 2m).
Pomoci jednotkové kruZnice najdeme u%ﬁrsounérny podle osy (se stejnou hod-
notou funkce sinus) s prvniiiesenim. Kvuli 2—periodici€ funkce sinus bude mno-
Zina vSeclieSeni

m 13
K= {erR{,x:—l—eran\/x: 1—2n+2kn,k€Z}.

Slozitejsi goniometrické rovnice gesi substitucemi. Rovnice jejich pomodep
vedeme na uz zndmeé typy rovnic, migad

sin(3x+2) = —3/z=3x+2

sinz = —

Nl

UZ vime, zefeSenimi budow; = {11+ 2kma z = X+ 2km, k € Z. Dosadime zpt
a dostaneme linearni rovnice

T+ 2K
(¢m+2km—2) , ke Z

X+2 =

Wik ol

X =
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X+2 = Hm+okn
X = 3(gm+2kn-2),keZ.

Dostanem& = {x € R;x= § ({m+2km—2) vx= 3 (¥m+2kn—2) ke Z}.
DalSi inspiraci k'eSeni goniometrickych rovnic najdeme v Uloze

Sif(x) =

I

Y

kterou mlizeme upravit

2

Sif(x)— (3)° =
(sin(x) — 3) (sin(x) +3) =
afesit nakonec d&jednoduché rovnice sk= 3 a sirx= —1.
Rovnici
Sir?(x) + 2cosx = 2
bychom po Upra® sirf x = 1 — co x fesili substituci
1—-cog(X) +2CcoX = 2/z=CosX
~224+2z-1 = 0
z =1
cosx = 1

Dostavame& = {x € R; x= 0+ 2k, k € Z}.
[] cviteni7.8 VyfresSte rovnice:

1. sinx:§,
2. cosx:—\/Té,
3. sin5x) = —3,

4, cos{2x—rr):‘/7§.
[] Reseni.
1. K= {xeR;x=T+2knvx=3n+2km ke Z},
2. K={xeR;x=2m+2knvx= L+ 2km ke Z},
3. K={xeR;x= ¢ (&m+2km) vx= g (¥m+2km) ke Z},

4. K= {xeR;x=2m+2kmvx= fm+2knke Z}.
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[] cvigeni7.9. Vyfeste rovnice:
1. 4co$Xx = COSX,

2. COSX = 2sinX.
[] Reseni.
1. K={xeR;x=J+kmvx=J+kmvx=Zm+kmk € Z}, také bychom mohli
psat SesteSeni s periodour2

2. K={xeR;x=0.375+2kmVv x=m—0.375+ 2km, k € Z}.

7.9 Rovnice s vice neznamymi

Pri hledani parametrtl funkce nebo péfichejen i pocitani parcialnich zlomkl se
setkavame s rovnicemi s vice neznamymi. Rovnin@smeénnymi ma tvar

L(X1, X2, ..., Xn) = P(X1, X2, ..., Xn),

kde leva stran&(x1, X, ..., Xn) @ prava stranB(xy, Xo, ..., Xy) JSOU vyrazy s prorén-
nymixy, Xo, ..., Xn.
Rovnice je tak tlohou najit tentokrat vSechny ugptanén—tice z daného oboru
D, pro které nastava rovnost mezi vyrdzy P.
Rovnici
Xx—y=0

budouresit vSechny dvojice stejnych redlny€isel, coz je mnozina
K= {(X7 y) € RZ? X= y}

Kazdy gedpis funkce jedné pro@mné je rovnici se @dma prorénnymi €asto
X, y). Pomoci rovnic(e) se takéasto popisuji mnoziny R". Nap‘iklad feSeni rovnice

X+yr=1

jsou body jednotkové kruznice.
Rovnice s vice prognnymi se obvykle vyskytuji v soustavach. Kdyz budeme hle-
dat spoléné body kruznice popsané rovnici

a jeji s&ny
1
y = X- 29
jedna se o dvojicéx, y), které lezi na kruznici (spluji x* +y? = 1) a zarové lezi na
s&né (sphujiy=x— %). Mezi rovnice by se tedy dala psat spojkaObecré sefeSe-
nim soustavy rovnic @ promennychxi, Xo, ..., X, rozumi kazda usgéadanan—tice
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(X1, X2, ..., Xn) Cisel z daného defi@miho oboruM, které sphuji zarové vSechny rov-
nice soustavy.

S jednotlivymi rovnicemi soustavy miizeme progédtejné ekvivalentni Upravy
jako s rovnicemi s jednou prognnou, coZ znamena:

[0 Nahrazeni rovnice rovnici s ni ekvivalentni. (Pouzijemeiedentni Gpravy na
jednotlivé rovnice.)

N1

Jako vzdy se budeme snaziepést slozijSi ulohy na jednodusSi. Soustavy rovnic
s vice neznamymi budeme postéppevadet nafeSeni rovnic s jednou neznamou.
K tomu pouzivame dva zakladni postupy:

[0 Nahrazeni rovnice s@tem této rovnice s jinou rovnici soustavy.
[0 Dosazeni neznamé nebo vyrazu s neznadmou z jedné rovnicel. dr
Nas giklad je typicky pro dosazovani neznamé do rovnice

y = X—3.

Z prvni rovnice ziskame rovnici s jednou neznamou kdyz dayidosadime z druhé
rovnice vyraz obsahujici pouzeale rovnyy

Rt (x—3)% = 1,

odtud dostanemeileSeni kvadratickou rovnici

2 3 _
2xc—x—3 = 0.
NajdemereSeni
N 17
1,2 — 4 )
jejich dosazenim do druhé rovnice soustavy dostaneme k figlugné
_% +7
Y12= — 1

Re&enimi soustavy rovnic jsou tedy dvojice

1+V7 —14+V7
(X1, y1) = ( ’ > a (X, y2) = <

4 4

1-V7 —1-V7
4 7 4 ‘

[] cviteni7.10 Vyfeste soustavu:
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[] Reseni. k={(2, —2)}

Casto se budeme setkavat se soustavaliniearnich rovnic $1 neznamymiRe-
Sime je postupnymipvadnim na soustavy mensihodto rovnic s mensim piem
neznamyclGaussovou eliminacni metoddyuzijeme Upravy, kdy nahrazujeme jednu
Z rovnic sotem této rovnice s jinou, a snazime se tak zbavit na chwdfiez pro-
meénnych:

X+ = 5 /(—4)
4x+ = 5
—4x— 12y= —-20
A+ 2y= 5 (seteme rovnice)
—10y= -15
y= % (dosadime z& do plivodni rovnice)
x+ 3-2= 5
= 4

Poznamka’.5. Pri feSeni napiklad soustavyii rovnic o fech neznamych provadime
podobny postup, jen nejive vytvaiime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

[] cvigeni7.11 Spcitejte:

X+ 3y= 4 4x+ 2y= 5
2X+ 2y= 6 6Xx— 4dy= 2

[] Reseni. k= (5,1l ok ={& 4

7.10 Grafickéreseni rovnic

K lepSimu pochopeni rovnic mlize pomoci i znalost grafickédseni. Strany(x)
aP(x) rovniceL(x) = P(x) budeme povazovat za pravé strargqpisti dvou funkci.
V bodechreSeni rovniceg maji tyto funkce stejné hodnoty,

L(%) = P(X%) = Yk-

Grafy obou funkci prochazeji stejnym bodem roviry, yi|, tedy se protinaji. Pokud
jsme schopni nakreslit grafy funkci gqulpisyy = L(X) ay = P(x) na definénim oboru
rovnice,feSenim rovnice budoxi-ové sotiadnice priiséki jejich grafi.

Poznamkar.6. VSimnéme si, Ze grafy pro rovnice vzniklé ekvivalentnimi Upravam
maji priiséiky se stejnymk—ovymi souradnicemi, i kdyZz s jinymiy—ovymi hodno-
tami.

Poznamkar.7. Casto pevadime rovnice na tvdr(x) = 0. V tomto pfipac® hledame
pruseiky grafu funkce s fedpisenmy = L(x) s konstantni funkcy = 0, tedy s oso.
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Zkusme vyesit graficky rovnici
1
= X

StCi jen nakreslit grafy funkci sfpdpisyy = % ay = xs defintnim oborenR — {0}.

Obrazek 7.1: GrafickeeSeni rovnicé =X

Obrazek 7.2: Grafick&eSeni rovnice = 1 na definnim oboruR — {0}

Po ekvivalentni Gpra¥mliZeme rovnici zapsat

1 = X2
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Tuto rovnici musiméesit na defirgnim oboruR — {0}, aby byla ekvivalentni s pl-
vodni rovnici, coz je také nazé@no na Obrazku 7.2. Tentokrat uvazujeme funkce
s predpisyy = 1 ay = x? s defintnim oborenR — {0}. GrafickéfeSeni nam da zase
mnoZzinu kdenliK = {—1, 1}.

[] cvigeni7.12 Zkuste graficky znazornieseni rovnic:

1. 5—x=2x—7,
2. x2 =5x—6,
3. X2 —4x+5=0.

4, x3—3x=x

[] Regeni.
y y
\\/
i A
GrafickéreSeni rovnice 5 x=2x—7 Grafickéfeseni rovnice? = 5x— 6

Grafickéreseni rovnice? — 4x+5=0 Grafickéreseni rovniced — 3x = x
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V pfipacé soustav rovnic s vice pramnymi budeme také hledat présiey grafli
urCenych jednotlivymi rovnicemi. Uvazujme soustavu

X_y_% = 07
yV+x2 = L

Obrazek 7.3: GrafickBeSeni soustavy rovnic

Rovnici
X—y—3 = 0
mlZzeme pevést na funkni predpis

a vykreslit graf této funkce (Obrazek 7.3).

Z nékterych rovnic se ddma pronénnymi sice funkni predpis nedostaneme, ale
mliZeme znazornit alespannozinu dvojictisel, ktera ji spiuji. Fiikladem mohou byt
kuZeloséky, treba kruznice

V4x2 = 1
Obeé sotitadnice (tentokrat dvojicéisel) spolénych bodu (prisgkl) budouresenimi
soustavy rovnic.
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Poznamkar.8. Z prikladu je vicet, Ze pomoci grafickéh@Seni (soustav) rovnic zis-
kame spiSeffedstavu o poloze a ptufeSeni nez oigsnych hodnotach.
[] cviteni7.13 Vyieste graficky i poetré nasledujici soustavy rovnic:
X+y = 4 x+y = 4 X+y = 4 X =y
2X—y = 5’ 2x4+2y = 8’ 2X+2y = 6’y-5 = 0"

[] Regeni. k={(3,1)}0K = {(x, y) e R2, y=4—x}0K = 00K = {(—/5, 5), (V/5, 5)}

y
y

2 ~
Vs TN

GrafickéfeSeni prvni soustavy rovnic GrafickéfeSeni druhé soustavy rovnic

\_ L/

y
\ 223 0 223 X

GrafickéfeSeniteti soustavy rovnic GrafickéfeSeniCtvrté soustavy rovnic
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8 Nerovnice

S rovnicemi Uzce souviseji nerovnice. Yigace rovnic s jednou neznamou jsme hle-
dali bodyxy z defininiho oboru, ve kterych dochazelo k rovnosti sttdr) = P(x).
Nyni se zar&fime i na zbylé bodyReSenim nerovnick(x) > P(x) je mnoZzina viech
Xk z defintniho oboru nerovnice, pro ktera je vyrbokx) > P(xx) pravdivy. Mohou
se samoizjme objevit i znaky<, <, >.

PoznamkaB.1 | nerovnice miizeme brat jako zjednoduSené zapisy mnozin.

Jo e

Re3eni nerovnic bude takéttaat zjednodusujicimi Gpravami, tentokrat &mwy-
hradré ekvivalentnimi. Ekvivalentni GUpravou nerovnice dostaaenerovnici se stej-
nymi feSenimi, jako réla ta ptivodni. P&tmezi reé:

[0 nahrazeni libovolné strany nerovnice vyrazem, ktery sevyina na celém defi-
nicnim oboru (Gpravy na jednotlivych stranach nerovnice),

¥ —x<0 e x(x—1) <0.

[0 pficteni stejnéh@isla nebo vyrazu, ktery je definovan na celém défiith oboru
nerovnice, k oBma stranadm nerovnice,

X2 _2X>X < X2 —x>0.

[0 vynasobeni obou stran nerovnice tykiddnym cislem nebo vyrazem s nezna-
mou, ktery je definovan na celém definim oboru nerovnice,

X2 — 2X L
14+x2 — 1+4%2

= x2—2x2x.

Pokud jsou 0b strany nerovniceezaporné na celém defiriinim oboru nerov-
nice (nag. 2¢- 3**1 > 81), mlizeme provad nasleduijici ekvivalentni Gpravy:
[0 umocréni nebo odmodmni obou stran kladnou mocninou, ,exponovani”,

4log(x+5) > 6 < 10#1090+5) > 1P,

K dispozici mame je&t dva typy Uprav, p kterych dochazi k fevraceni znaku
nerovnosti:

117
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[0 vzajemnd vyrgna stran nerovnice spolu s obracenim znaku nerovnosti,

X —Xx<0 & 0>x2—x

[0 Vynasobeni obou stran nerovnice tydpornym cCislem nebo vyrazem s ne-
znamou, ktery je definovan na celém defirim oboru nerovnice, spolu $&
vracenim znaku nerovnosti,

X2—2x _ X

> 7 e o 2x<x
-4 — -4 -

(nasobime-4).

Upravy vyzkousime na jednoduchériikbadu linearni nerovnice v oboiR:

3X+5(4-x) > 2(4-x)/-3
5(x+12—-3x) > 6(4—X)
—10x+60 > 24—6x/+10x—24
36 > 4x
9 > X
X < 9

Nerovnici tak vyhovuji vSechnéisla z intervallK = (—oo, 9).

VyreSme nerovnici

x=1
2 = 3

Definicni obor rovnice jeR — {2}. Na rozdil od rovnice zde nesmime nasobi&ob
strany vyrazenx — 2, protoZe neni na celém deftmim oboru kladny. (U rovnic je
ekvivalentni Upravou nasobeni obou stran vyrazem nenmowy definEnim oboru, u
nerovnic je ekvivalentni Upravou nasobeni obou stran wmalladnym na defighim
oboru.) Jedna z moznog#d3eni je odé& st od obou stran rovnice vyraz na pravé stran
a prevést levou stranu na spoleho jmenovatele, coz budou ekvivalentni Upravy.
x1_3

X—2
X—1-3x+6

0
0
0
0

|
N
+
a1
IV IAIA A

Podil se chova stefnjako sogin. Pokud jsolEitatel i jmenovatel zarovekladné,
nebo zaporné, je podil kladny, jinak zaporny. To od nas wieaieSit de soustavy
linearnich nerovnic,

2x—5>0 X—-5<0
x—2>0 x—2<0
x> 3 x<3
X> 2 X< 2
X>3 Vo Xx<2
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5
Tedvav:vR - (2, 7.)‘ _ o
Pfi feSeni rovnice s 0 na jedné stéan
2x—=5
X—2 > 0
uvazujeme pouze znaménko podilu, to je stejné jako GisauReseni by se tak sho-
dovalo sfeSenim nerovnice

(2x=5)(x—=2) > 0

na stejném defignim oboruR — {2}. MUZeme vyjit z vlastnosti kvadratické funkce
s kladnym koeficientem u kvadratickébtenu, ta je zaporna pouze mezigadnymi
kofeny. V naSemppace mame kéeny{2, g}, znovu tak dostavantesSeni kvadratické
nerovniceK = R — (2, g). Bod 2 nenifeSenim, protoze negatdo defintniho oboru
nerovnice.

| feSeni nerovnit(x) > P(x) si muzeme graficky znazornit. Hledame intervaly, na
kterych je graf funkce sfiedpiseny = L(x) nad grafem funkce spdpiseny = P(x) na
definiénim oboru nerovnice. Pokud jsouéhinkce spojité, st najit priséiky grafli
téchto funkci. V nich miize nastat 2ma, kdy se graf jedné funkce dostane nad graf
druhé. Mimo prUséiky ke znéré ve vzajemné poloze grafli dojit nemlize c8fzak
podle hodnot obou funkci v jednom bdd intervalu ohraieného prusgky zjistit,
ktery z grafll je na tomto intervalu nad druhym, a k jaké neosti tedy dochéazi.
Tento princip se bude hognpouzivat fi vySefovani pritéhu funkce.

Jen v bodech nespoijitosti mliZze graf funkéegkdit pres druhy, aniz by sefjpom
protnuly. Uvazujeme pak intervaly oéléné priiséiky i body nespojitosti.

Tohoto principu vyuziva metoda nulovych bod{l. UvaZujemecglini tvar nerov-
niceL(x) > 0 (na ktery se da kazda nerovniceyést).ReSenim je obvykle mnoZina
sjednocenych intervalll. Tyto intervaly jsou @diehy od intervalll, kdé(x) < 0 body
Xk, kdeL(xx) = 0, nebo body, které negaido defintniho oboru rovnice, ndjklad O
nepati do defintniho oboru}( > 0. StCi takFeSit misto nerovnice rovnici, body &ip
padné diry v defiinim oboru ndm i kraje intervalll, kdé.(x) > 0 neboL(x) < O.
Pokud dosadime do(x) bod z nalezeného intervalu, zjistime, jak se chovaji vdgchn
body tohoto intervalu najednou.

Metoda nulovych bodi je podBgna nasledujiciétou

Veéta8.1 Necht funkcef je spojita na intervald C R. Nechta,beJ,a<bazeR
lezi mezif (a) a f(b). Pak existujee € R, a < ¢ < b takové, Zef (c) =z

To znamena4, Ze spojita funkdenabyva na intervalya, b) vS8ech hodnot mezi
f(a) a f(b). Pro nas nejzajima&jsi gipad nastava, kdyz jedna z hodrfgt), f(b) je
kladna a druha zaporna, pak spojita funkgarotind mezi bodwp ab osux (nachazime
ctak, zef(c) =0).

VyfeSme nerovnici metodou nulovych bodd,

x
=

< 3

x
N
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Definicni obor rovnice jeR — {2}. Nerovnici gevedeme na tver(x) < 0.

x=1

-3 < 0
Ozn&imeL(x) = ;‘(%% — 3 pro poz@jSi pouziti. Nulové body pak naleznerreSenim
rovnice

-1 o

~-3 = 0.

Strany rovnice mlizeme nasobit vyrazem 2, ktery je nenulovy na defighim oboru
rovniceR — {2}.
(x—1)-3(x—2) =
2Xx—5 =
X

N O O

Reseni rovnice a bod nespojitogd; %’}, nam &li mnoZinuR na i intervaly, které
celé bud’ budou nebo nebudéeSenim nerovnice. Z kazdého intervalu talkcste/brat
jednocislo a zkusit, jestlfeSi nerovnici.

|l:(—00,2) |2:(27 g> |3:(ga°°)
LO)=-3 L(§)=2 LEB=-1
0 jefeSeni % nenifeSeni 3 jgeSeni

ReSenim jsou prvni dti interval, tedyK = I;Ulz =R — (2, g).
[] cvitenis.1 Vyfeste nerovnice:

1 X—6x—1 Xx—3  x—4
2
X+2
2. X250,

3. 2<3%>0,

4, Xx— 3>
[] Reeni{}OR — (—2,3)0(—3, —~1)0(—7, —5) U (1, )
[] cvitenis.2 Vyreste nerovnice:
1. |3x+2|>3,
2. |[x+1]—|x—1]| <0.
[J Regeni. k=R —[-3, 1]OK = (~, 0).
[] cvitenis.3 Vyfeste nerovnice:
1. 3> 27,
2. & <64,



3. (1)*°>125
4. 25 <6.5—5,

5. %2+l < .

[] Regeni. K= (3, ) OK = (—o, 3) OK =

[] cvitenis.4. VyreSte nerovni

1. logzx > —3,

N
o
Q
NI
<
Vv
B

3. log(x+3) < -2,
4. log(2x—6) < 2,
5. log(x® —4) < 1.

[J Regeni. k= (373, o) OK = (£,
(2,V14)

[1 cviteni8.5. Vyfeste nerovni
1. cox< -1,
2. sinx> 3,

3
3. cog2x) > —%,

K={xeR;x=(2k+1)m ke Z},

4. sin4x—7) > 1.
[] Regeni.
1.
2.
K=U
KeZ
3.
K=R-J
keZ
4,

K=

ce:

ce:

U

keZ

00) OK =

< + 2K, n+2kn>

e

3+ 2krr T+ 2K

4

(=00, —6) UK =

(—3, —2.99)0K =

5 7
<12n+ K, 27'H— krr> ,

).

(3,53)0K =

121

(0, 1)0K = {1}

(—V14, -2)U
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9 | Kuzelose&ky

Zatimco jeden velikdn vojenské historieegraCoval Alpy, nemensi velikdn matema-
tiky deptalRimany na opgném konci Italie. &koliv $patré opevigné Syrakusy dlouho
odolavaly obléhanRimani jen diky technickym vynalezfim Archiméda, ten nezan
dbaval v €Zké dok ani studium kuzelogek, naposledy pak kruznic. Proto bychom
ani my nenéli nevzpomenout kruZznici, elipsu, parabolu a hyperbadik. j&jich sou-
hrnny nazev napovida, vzniknou fezu kuZelu rovinou (Obrazek 9.1). Spahe maji

i to, Ze jsou u€eny kvadratickymi rovnicemi se @ma neznamymi.

Poznamka.1 Nas budou zajimat kuzelodey jako rovnice, kdezto Archimédes po-
Cital spiSe obsah plochy vymezené kuzeaiaeni. Zli jazykové dokonce tvrdi, ze Ar-
chimédes byl vypéty zaujat vice nez obranouésta.

LRI

/RSN

LRSS
Pa\

ZZ AR

Obréazek 9.1Rez kuZelu rovinou

123
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9.1 Definice kuzeloseek

Definice9.1 V rovingé R? je dan bodSa kladné&islor € R. Kruzniceje mnozina bodu
X roviny, které maji od bod&vzdalenost. Zapisujeme

|ISX =r.

Pozndmk®.2 Vzdalenosti bodi; = [X1, y1] a Xz = [Xg, Y2] rozumime délku Uskky
spojujici tyto body, tedyXiXp| = /(X1 —X2)2+ (y1 — Y2)2. Takto p@itané vzdale-
nosti sefika eukleidovska.

Nejprve budeme uvazovat rovnice kuzelosle se gedem, pofipace vrcholem
v pocatkuS= [0, 0]. Body kruznice zapiSeme pomatifedové rovnice

X4 y? =r2,

T
<—>
o
®

. 4
: <> X
0 0 a
r

> ~ , .. . « , . 2
Kruznice ugena rovnici? 4 y? = r? Elipsa ugena rovnici; + é =1

Obrazek 9.2: KruZnice a elipsa

Definice9.2 V roving R? jsou dany dva rtizné body a G a kladnétislor € R, r >
|FG|. Elipsaje mnozina bodX roviny, které maji stejny s@et vzdalenosti off aG,
ator. Zapisujeme
IFX|+|GX]| =T.
Body F a G nazyvameohniska elipsy.
Body elipsy se $edemS= [0, 0] zapiSeme pomocitgtdoveé rovnice
2y

2tm=1
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Definice9.3. V roviné R? jsou dany bode a pgfimkad rovnol®Zna s osox neboy,
kterd neprocha#+. Parabolaje mnozina bodiX roviny, které maji stejnou vzdalenost
odF ad. Zapisujeme

|FX| = [dX].
Bod F nazyvamehnisko paraboly.

Parabolu, kterou zname z kvadratickych funkci, nAm buddcej¥ipominat rov-
nice
X2 = 2py,

pro piimku d uréenou funkcy = — 5 a ohniskoF = [0, 5]
Déale mlZeme narazit na rovnice

x* = —2py,
pro gfimku d uréenou funkcly = £ a ohniskaF = [0, — 5],
y? = 2pX,

pro piimku d uréenoux = — & a ohniskoF =[5, 0],

y = —2px,
pro pfimku d urcenou funkcix = g a ohniskoF = [—g, 0]. VSude pgedpokladame
p>0.
y y
p/2¢“F pi2) d
p/2$ V=0 § o2V )
®
d F

Parabola ufena rovnick? = 2py Parabola ufena rovnick? = —2py
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y
d d
| F \V

< >|<> X T<> <> X
p/2 \p/2 p/2 | p/2
Parabola ufena rovniciy? = 2px Parabola ufena rovnicy? = —2px

Obrézek 9.3: Paraboly

Poznamke.3. Parabola ma ohromny vyznam ve fyzice, mimo jiné vSechny mé@ze
nebo vystelené pednity se pohybuji po parabolické trajektoérii

Nakonec vynalezcem parnih@ld je prae Archimédes. Jehoétb bylo schopno
podle vypd@td stilet na vzdalenost 150 metrli projektily velikosti bovgové koule
naplréné hdlavou ropouRimské lo@ pak velmi ochoté hdely. Dfive se myslelo, Ze
k zapaleni lodi byla pouzita soustava zrcadel, s&soe v parabolickém rozestaveni,
ale mde lezi na vychod od Syrakus a slunce ranoge®ma dost sily.

Definice9.4. V roviné R? jsou dany odlisné bod§ a G. Hyperbolaje mnozina boddl
X roviny, které maji stejny rozdil vzdalenosti Bda G. Zapisujeme

|IFX|—|GX| =k.
Body F a G nazyvameohniska hyperboly.
ProF =[—e 0] aG = [e, 0], e > 0, zapiSeme &dovou rovnici hyperboly
YR
@ "

kdea? 4 b? = €. Asymptoty, tedy pimky, ke kterym se ramena hyperbol§itgiZuiji,
jsou ueny funkicnimi predpisya; |y = gx, aay:y= —gx. Hyperbola mlize mit
ohniskaF = [0, —e] aG = [0, €], e > 0, jeji stedovou rovnici pak zapiSeme

X2 y2

"2t

kde a2 + b? = €2. Asymptoty jsou uEeny stejnymi funknimi gfedpisyay : y = 2x,
aa:y=—2x

Ipokud zanedbaméeni
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v , . 2 v , .2
Hyperbola uéena I’OVhIC% — g =1 Hyperbola uéena rovmm—% +L =1

Obrazek 9.4: Hyperboly

KuZelos€ky nemuseji mit $&d nebo vrchol v ba#l[0, 0], ale i stedové rovnice
takovych snadno zapiSeme. Podélpako umime posunout graf funkce o poZzadovanou
vzdalenost po ose neboy, posuneme i graf kuzelogky. Nagiklad graf funkcey =
(x—1)3 — 2 ziskdme posunutim grafu= x o 1 doprava a o 2 doll, tedy bd@, 0]
do bodu[1, —2]. Pfepidme si je& funkéni gredpis na rovnicy+ 2 = (x— 1)3, protoze
v takovém tvaru se budou vyskytovatesdiové rovnice kuzelosek. Stej@ kruznici
x22+ y? = 1 se stedem|0, 0] posuneme do Btdu [1, —2], st&i psat(x— 1) + (y+
2)c=1

Obecré zapiSeme Btdovou rovnici kruznice sefgtdem[m, n| a polonéremr
(x—m)2+ (y—n)2=r2.
Setkame se i s obecnym tvarem roviice

X2 +y? — 2mx— 2ny+ p = 0.

Podob@ se znéni stedové rovnice dalSich kuzeld@sk se Sedem nebo vrcholem
[m, n].

2yznikne po umocani
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Obrazek 9.5: Posunuti elipsy séestem|0, 0] do stedu[m, n|

Rovnice kuZelosgek se gedem nebo vrcholem v bédm, n| najdeme v tabulce
9.1.

kuzeloséka stfedova rovnice obecna rovnice
kruznice | (x—m)?+4(y—n)2=r? X2 +y? — 2mx—2ny+ p=0.
elipsa (X;T)Z + (ygf)z =1 | pl+qy+rx+sy+t=0,pg>0
parabola | (x—m)?=2p(y—n) X2+ rx+sy+t=0
(x—m)2=2p(y—n) X2+ rx+sy+t=0
(y—n)2=2p(x—m) Y2+ rx+sy+t=0
(y—n)2=—2p(x—m) Y2 +rX+sy+t=0
hyperbola <X—a;“>2 — (y_bzn)z =1 | pl+qP+rx+sy+t=0,pgq<0
_(><_;2r12+(y_gzrf:1 P +qy?+rx+sy+t =0, pq< 0

Tabulka 9.1: Rovnice kuzelogek
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Poznamk®.4. Stejré se posunou i asymptoty hyperbaly: (y—n) = 2(x—m), aay:

a
(y—n) = —2(x—m).
Obecné tvary kuZelosek uz se od sebefiis nelisi, a tak je uZitené unet je
prevést na sedovy tvar. Zjistime pak, o kterou kuzeld&e se jedna, a kde méarst
nebo vrchol. Rovnice jsou kvadratické, a proto vyuzijemeaupra Uplné&tverce.

Zjistime, jestli a jakou kuZelos&u urtuje rovnice
Ox? 4 25y —54x— 100y — 44 = O.
Rovnice obsahuje dva kvadratické déleny s prorénnymix ay
(9x? — 54x) 4 (25y* — 100y) — 44 = 0.

Upravu na tpln&tverce umime provést pro kvadraticklen s koeficientem 1, proto
nejdfive vytkneme

9(x? — 6X) +25(y* —4y) —44 = 0.
Nyni provedeme Upravu na Uplaéverce:

9(x° —6x+9—9)+25(y° —4y+4—-4)—44 = O
9(x—3)2—-81+25(y—2)2—-100—-44 = 0
9(x—3)2+25(y—2)2 = 225/:225
(3 | (y=2)?

Lt T 1

25 CHE
Jedna se tedy o elipsu séestem[3, —2).
[] cviteni9.1 Najdéte sted kuzeloséek ugenych rovnici:
1. X2+ 4y?> —8x—8y—5=0,
2. &> —9y? —12x+36y—18=0,
3. 2%+ 2y?— 12+ 16y—52=0.

[] Reseni[4, 1]0[3, 1]0neni kuzeloséka

9.2 Vzajemna poloha kuzelosgek a dalSich objekt

U funkci jsme mohli zjistit, zda libovolny bod leZi na jejimadu jeho dosazenim
do funktniho gedpisu. Steja zjistime, jestli dany bod lezi na kuzelése. Pokud
nelezi, nastane jedna ze dvou moznosti, bod lezZiiumeho vré kuzeloséky. Kdyz
rovnici kuZeloséky zapiSeme v obecném tvakix, y) = 0, pak bod[xs, y1] lezi na
kuzeloséce, jestlize

L(X1, Y1) =0.
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Nerovnice
L(x,y1) <O

plati pro bod lezici uvnit
L(X,y1) >0

pro bod vreé kuzeloséky.
Uvazujme elipsu
(x=1)% (y+2)? _
s T4 1

a body[3,v2—2], [2,1] a[-1, —1]. Odetenim 1 od obou stran rovnice dostaneme
obecny tvar

(x=17?  (y+2)?

Lxy) =g+ 1=0.
Nyni stati dosazovat sdadnice jednotlivych bodl
L(3,vV2-2) = (3_81)2+ (‘/42)2—1:%+%—1:o,
L(2,1) = (2_81>2+ (122)2—1:%+§—1:1§1>0,
L(-1,—1) = (_1;1)2+ (_1I2)2—1:g+%—1: —% <0.

Tedy bod[3, v/2 — 2] leZi na, bod2, 1] vné a bod—1, —1] uvnitf elipsy.

Nauwtime se také @it vzajemnou polohu kuzelo€ky a @imky. Znamena to wit,
kolik spolegnych bodll maji tyto kvky. Najit miizeme jeden, dva nebo Zadny. Sou-
fadnice spolénych bod{ neboli prigéki musi spiovat rovnice jak kuzelogky, tak
pfimky. Budeme tedyesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kterou alersmad
prevedeme na kvadratickou rovnici.

Najdéme pruséiky elipsy a pimky danych rovnicemi

022 =42 _ 4

y = 2X+3
Dosadimey = 2x-+ 3 do rovnice elipsy
2 YA
(x 22) n (2x+i 2 _
XP—4x+4 Jr4x274x+1 -1
2 4 -
X-3x+3 =0

3+/9-%
Xi2=—5—> = 1%

S
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Nyni dop&itamey—ové sotiadnice priséikli dosazenim nalezenyghdo libovolné
Z rovnic, a tedyreSenim jedné rovnice o jedné nezname.

y1:2X1—|—3 y2:2X2—|—3
y1,2=5% %
\ . P 1 2 1 2
Pfimka a elipsa se protinaji v bode/dh- NG 5— 76] afl+ 5,5+ 76]'
[] cviteni9.2 Urtete vzajemnou polohu kuzZelassy a bodu:
12 +y=1a[v2,v2,
2
2. 2 _¥ _1a[54],
3. y?—6y—4x+1al7,2).

[] Resenibod lezi vigDuvnitina kuzeloséce
[] Cviteni9.3 Najdéte priséik kuzeloséky a gfimky:

1. 62 —y? =5s ffimkouy = —1,
2. x> —6x—7y—19=0 s osow,
3. &P —8y?=32sy=x-2.
[ Regeni[-1,-1],[1, —1]0[0, — 1|04, 2)
[] cvitenio.4 Najdéte priiséiky kuzeloséek ukenych rovnicemi:
1. X°4+y?> =55 X2 +4y* =17,
2.y —9x—4y—5=0sx2+y?*+10x—4y—71=0,
3. Y2 =9xsx2+y?+8x—84=0.

[ Reseni[1, 2] [-1,2]0[1, —2], [-1, —2)0[3, —4], [3, 8][4, —6], [4, 6]



132 KAPITOLA 9. KUZELOSECKY



10 | Posloupnosti

10.1 Vlastnosti posloupnosti

Velmi uzitetné se ukazou funkce s definim oborenN.

Definicel0.1 ZobrazenN doR se nazyvgosloupnostealnychtisel. Posloupnosti se
zn&iag, ag, ag, ... nebo{an},y_;. Cislaay, a, ag, ... se nazyvajtleny posloupnosti

{ant1-
Poznamka 0.1 Cleny posloupnosti nemusi&aat indexem 1, setkame se i posloup-
nostiag, a1, az, ..., které je zobrazenifi U {0} — R.

Posloupnosti seétSinou zadavaji jednim zé zplsobl. Prvni jeii@dpis pron—ty

Clen, ktery zname z funkci,
1

1+n2

Druhy zplisob jerekurentni zadani, aty ¢len je zadan pomocifedchazejicich
clent,an, = %, n, = 2, np = 5. Casto vyjadujemea, pomocia,_1. Obvyklym
prikladem je geometricka posloupn@st= q-an_1, a1 = 4. VZdy je nutné kvli jed-
nozn&nosti zadat prvnilenas, tzv. paat€ni podminku.

Nakonec, stejé jako obecné funkce miizeme i posloupnosti zadat nebo mitizo
pomoci grafu (Obrazek 10.1).

Posloupnosti jsou funkce, proto se definice jejich vlagimebude filis odliSovat.

an:

Definice10.2 Jsou-li dany d& posloupnosti, miizeme z nich fitadal$i posloupnosti
pomoci algebraickych operaci. Posloupnosti

. . » fan)”
(Bt B}, (o Bl {o0ebus, { o |
nJ)n=1

se nazyvajsouctem, rozdilem, souCinem a podilem poslouprestiy_; a{bn}_;.
V pfipacé podilu gedpokladame, Z, = Ovn.

Definicel0.3 Posloupnost jemezena (ohraniCenggstlize

JkeRVNeN: |ay| <k

133
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Posloupnosf(—1)"1}e Posloupnos{ 1> 1}7_

Obréazek 10.1: Rklady posloupnosti

Definicel0.4 Posloupnost jeeomezena shojastlize

Vke RIne N: a, > k.

[] cviteni10.1 Jak byste nadefinovali omezenost shora, zdola a neomezenpst
uzitim poznatkdi o omezenosti funkci?

Poznamkd0.2 Posloupnostan},_; je ohraniCenaprawe kdyz je posloupnodtian|}n_;
ohrantena shora. (Zdola je ohraena nulou.)

Definice10.5 Posloupnosfan},,_; se nazyva

rostouci, je-li  an<anii,
klesajici, je-li an>ani1,
neklesajici, je-li an<ani1,
nerostouci, je-li an>ani1,

pro kazdén € N.
Tyto posloupnosti se nazyvajionotonni.
Vy&etime, jestli je posloupnosfn? — n}*_, rostouci. Vypiseme si—ty a (n+
1)—ni ¢len posloupnosti
& = n°—n,
a1 = (N+1)%2—(n+1)

a zjiStujeme, jestli plati

anh < ap1VneN
n-n < (n+1)%2—(n+1)
n—n < n+n-1

1 < 2n

Nerovnost plati, protoZze nerovnosti jsou sty pro kazdé € N. Posloupnost je ros-
touci.
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[] cviteni10.2 Nakreslete grafy posloupnosti a zjit#, jestli jsou monoténni:
1. {n}>y,
2. {fhw
3. {5},
4. {(=D) "}y,
5. {Vnis,
6. {(=1)"-nj_q.

[] Re3enirostouci] klesajiciIneklesajici i nerostouineni monotonnilrostoucilneni
monotonni

y y
9 [ ]
8 °
7 [ ] °
6 °
5 L 2
4 [
3 °
Py ° 1 [ ]
1 ° ® .
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X ® ® o 0 0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9%
) 1y
Posloupnosfn}®_, Posloupnos{ 2}y ;

y y
9

3
8
- 2
6

1 ° ° ° °
5 o © o ¢ o o o o o
4

0 2 3 4 5 6 8 9 X

3

-1t e ° ° ° °
2
1 -2

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9% -3

Posloupnos{5}_, Posloupnosf(—1)"}7_,
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y LN
9 °
8
61 °
7
°
6 31
5 °
4
o ¢ 2 3 4 5 6 7 8 9%
3 e ©
o« ° -3t .
2 o ®
[
i ) b
6l
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X hd
ol °
Posloupnos{y/n}e_; Posloupnos{(—1)"-n}; 4

10.2 Limita posloupnosti

Vidime, Ze hodnoty posloupnosti se s rostoucirdasto piblizuji k jednomucislu.
Napriklad hodnoty posloupnos{i%}‘r’fz1 se piblizovaly k O pro z\etSujici sen, i kdyz ji
tfeba Zadna hodnotg Uplné nedosahla. Tuto vlastnost nazyvakoavergenceacislo,
ke kterému se hodnoty, blizi, limita posloupnosti.

Definice10.6 Rikame, Ze posloupnos$a, },,_; konvergujek Cislua € R, jestlize ke
kazdémie > 0 (€ € R) existujeng € N tak, Ze pro kazdé € N, n > no, plati
lan—a| < €.

PiSeme
lim a, = a.

N—oo

Poznamkd 0.3 Limita a existuje, jestlize pro kazdé okainajdu indexng takovy, Ze
prvky posloupnosti s vy$Simi indexy uz zlistavaji v tomtolakMizeme psat

lima,=a<VecRInpe NVvneN,n>ng:|an—al < &

Nn—oo

nebo
rI]irr!oan =as VYWe(a)dnpe NVne N, n>ng:ap € Ug(a).

Zépisnlirpoan = a Cteme: Limitaa, je rovnaa pro n jdouci do nekonéna.
E) Cviteni10.3 Od kteréhang jsou hodnoty posloupnostit }_; v s5—okoli bodu
[] Regeni. p= 11

Definice10.7. Rikame, Ze posloupno$én};y_; ma limituc, jestlize ke kazdémi <
R existujeng € N tak, Ze pro kazdé € N, n > ng, plati

an > K.
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+ + + X
0 ny€) 5 ny(e,) 1o 15 20 25

Obrazek 10.2: Pro kazde-okoli a najdemeng, a, € Ug(a), ¥n > ng

PiSeme
lim an = .

n—oo

Existuje znovu nejeden zapis

limap,=0 < VK eRINge NVne N, n>ng:ay > K,

N—oo

nebo
lim ap =a«< VU (e)dng e NVne N, n>ng:a, € U(x).

N—oo

[] cviteni10.4 Podobi se definuje, kdyZ ma posloupnost limitie. Jak?

Poznamkd 0.4 Ma-li posloupnost limituo nebo—oo, fikame, Ze maevlastni limitu.
Mlzeme psab, — « a tteme:a, diverguje keo. Je-li limita realnétislo, mluvime
o vlastni limité.

Definici limity zapiSeme i v obe@&jSim tvaru, aby postihovala vSechnygady:
Definice10.8 Rikame, Ze posloupnoéan}=_, ma limitua € R*, jestlize ke kazdému
okoli U (a) existujenp € N tak, Ze pro kazdé € N, n > ng, platia, € U(a). Da se psat

lima,=a<YJ(a)dnpe NVne N,n>ng:ap €U (a).

Nn—oo

Definicel0.9 Posloupnost, ktera neni konvergentni, se nazyva divergent
Vétal0.1 Kazdéa posloupnost méa nejvyse jednu limitu.
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Dilkaz tohoto tvrzeni spdva v tom, Ze aby ®la posloupnost dvlimity, musely
by se prvky od &jakéhong nachazet zarovev okolich dvou rliznych bodu. Ale ke
kazdym déma rtiznym bodlim najdeme dostaie mala okoli, ktera by &la prazdny
prinik, takZe by do nich nemohly prvky pitzarove:.

Vétal0.2 Posloupnostan};y_; ma limitu, prae kdyz ma limitu{a,p},_; a tyto
jsou si rovny.

Posloupnosfanp}n_; ziskame, kdyZ sebereme prvniptprvkil z {an}%_;. To
neovlivni hodnotu, ke které se prvky blizi. Tatétarika, Ze konvergence posloupnosti
nezavisi na koriém pdtu prvkd. Kdyz{an}n , =1,2,3,..., pak {a:3}p ;1 =
45 6,...a n'LrﬂoanZAInman+3=w-

Veétal0.3 Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

[0 Limita je vlastni< posloupnost je omezena.

1. {an},_, je neklesajici= lim &, = sup{an}ty_1,
2. {an};_4 j€ nerostouck rI]iLnooan =inf{an}y_;.

[0 Limita je nevlastnis posloupnost je neomezena.
1. {an}_, je neklesajici= rI]i_r)nooan =,

2. {an}y_, je nerostouck rI]im ap = —.

Poznamkd 0.5 Jednoduse muZeniiei: Monotonni posloupnost je konvergentni, pgav
kdyZ je omezena. Neplati ale obraéetie by konvergentni posloupnost byla mono-
tonni, napiklad {(—1)"- 11 ;.

[] cvigeni10.5 Z pohledu na grafy a z monoténnosti snadn@iterkonvergenci po-
sloupnosti z minuléhoffkladu.

[] Regeni.diverguje ke Okonverguje k @konverguje k Bldivergujeddiverguje
k o[ Jdiverguje

Nyni uz se dostaneme k postuplim jak limity¢ftat. Z&neme etou o limie i
posloupnosti. KdyZ jsou hodnoty posloupnosti mezi hodnofaych dvou a ty de
maji stejnou limitu, pak i prvni posloupnost ma tuto limitu.
Veétal0.4 Necht {an},_4, {bn}y_q @a{Cn};_; jSOU posloupnosti, pro které plati <
b, < ¢, pron vétsi nez Bjakéng € N. Necht' existuji Iimitynlim an anlim Ch @ jsou si
rovny, tj. nIim an = |!im ch =ac< R. Pak existuje i Iimitan limb, a platl'nlim b, =a.
Vétal0.5 Necht {an}y_; a{bn};_; jsou posloupnosti, pro které plati, Ze lem =0

a{bn},_; je omezena. Pak
lim a,-bp, =0.

Nn—oo
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Pozndmkd 0.6 Veéta rozviji starou zndmou pravdu o ndsobeni nulou i e limit.
S . . inn2 . .
Spcitejme Ilmltunlrpo%. Hodnoty funkce sinus jsou omezeny 1 a -1, posloup-
nost konverguje k 0. Proto

)
. SInn o1
lim — lim =-sinn? = 0.

n—oo n n—oo N

Pouzit bychom mohli i &tu o limite i posloupnosti. Protoze
—1<sinx<1 v¥xeR(N),
pak mlizeme za ohrahijici posloupnosti vzif—1}>  a{i}e |

sinn?
n

Sl

< < =,vneN.

Sl

Odtud dostaneme

. 1 . sinn® 1
O=Ilim —= < lim < lim = =0.
n—oo n Nn—oo n n—oo N

Znovu dostavame limitu nulovou.

Nejvice budemeipvypocCtu limit spoléhat na nasledujicétu. U ni vynikne je&
vic, Ze se limity sloZ&jSich posloupnosti snazimedgi@at pomoci limit posloupnosti
jednodussich.

Vétal0.6 Necht n"_>n;a” =a, rll_rllm bh = b, a,b € R. Pak plati:
O limpoe(an+bn) =a+b,
O limp_ewan-bh=a-b,
O 1My Bﬁn =2, je-libp >0vne NVvb, <0vneN,
pokud maji pravé strany smysIR/. Také plati:
O limp_okan =ka, ke R,
0 liMpoo 20| = |4,

pokud jsoua, b realnacisla.

Abychom mohli ispSré pouZzivat tuto &tu, neli bychom si nejéive plipomenout
potitani na roz§ené realné ose. Vime, Zef3o = oo, —2. (3 — ®) = o nebo2 = 0.
Naopak neumime spdat =, 8 neboo — co. Pokud jsme schopni nalézt vysledek,

fekneme, Ze operace ma smysl. V opém gipace operace smysl nema.
Uz dokazeme najit limity @kterych jednodusSich posloupnosti, iiidpd:

O limpok=Kk keR,
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O liMmpownf=o, k>0,
O limp.wn*=0,Z>2<0,
O limp_ewad"=o0,a> 1,
O limpooa”=0,|a <1
SamoZejmeé touzime spéitat i limity slozitejSi. NejpohodIgjSi by bylo napklad
u limity

lim N2 +n

N—oo

spcitat limity
limn’> =, limn=o

n—oo n—oo

a s&ist je. Fedchozi ¥ta nam rozéluje @ipady, kdy to mozné je a kdy ne. Mlizeme
psat{an} = n?, {by} = n. Pak

a=lima,=oco, b= lim by = 0.
Nn—oo

n—oo

Prava strana zména ve ete, tedy
a+b=o0+foco= oo,
ma smysl v aritmetice na roZéhé reélné ose. Da se tak psat

lim N2 +n= lim n?+ lim n= o+ 0 = .
Nn—oo n—oo Nn—oo
Naopak kdyz pro
lim n®>—n

Nn—oo

zapisemdan} =, {by} =na

a=Ilima,=c, b= lim by =,
Nn—oo

N—oo

pak prava strana
a—b=oc0—o00
smysl nema, a tak timto zplisobem limitu rozloZit nelze.Mdeaena to ale, Ze neexis-
tuje jiny postup, jak limitu spéitat. Neni totiz nikde napsano, Ze poslouprost—n}
musime povazovat zrovna za $etiposloupnosti. ZapiSeme ji jako souy
limn>—n=limn-(n—1).

n—oo Nn—oo
Spaitame profan} =n, {by} =n—-1

a=Ilima,=o, b= Ilim b, = .
Nn—oo

N—o0
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Nasobeni
a-b=ow-00=0ow

ma vysledek, a tedy i smysl, a proto

lim n? —n= lim n- Ilm(n 1) =000 = o,

NnN—oo

Podobi@ se snazime najit vhodny rozklad i pro jiné slégt limity. Tento rozklad
nemusi byt na prvni pohledgmy. Proto se ¢ime postupy pro konkrétni typy limit.
Abychom mohli p&itat limity podilli polynomickych posloupnosti, hodi senmznat

limitu podilu stejnych posloupnos{%} kdean # 0Vn € N. Protoze

. -1
lim )

n—oo n

jeji limita je zZiejme 1.
Spcitejme

Zjevné nam nevyjde postup, kdy posloupneEéltg;—l} budeme povazovat za podil po-
sloupnosti. MliZeme aleditatele i jmenovatele vytknourt

-1 n -3
lim = lim .
N—oo n N—oo n 1

Zkusime zjistit, jestli ma smysl|
n2_ 1

. n . n
lim —- lim .
n—o N N—oo 1

UZ vime, Ze lim_e 2 = 1. Abychom spaitali lim,_..n? — %, znovu pouZijeme nas
postup. Snadno zjistime
. 1
lim n? =0, lim = =0.
n—oo n—oo N
Operaceo — 0 = 0 ma smysl, proto existuje limita
: 1
lim n? — = = c.
n

N—oo

Dostaneme
3 n2 _1

. — n .
lim = lim = lim N—1.00=o00,
N—oo n n—o N N—oo 1

U limit podild polynoml tedy vytkneme titatele i jmenovatele vhodnou moc-
ninu n. Tuto vhodnou mocninu najdeme jako ten mensi zergiymwlynomi Kitateli
a jmenovateli. Napklad

n—n+2 . n? 1—%+n—22

m-—m——=Im—-.—-"
nseo nN3—2n  noeon?  nN-—2
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Vime, Ze limy_. & = 1, zbyva vy3eit

1.2
lim 1=htw
n—oo n— :

Tady uz zkoumame podil limit

; 1 2

lIMpwn—2
Limitu

) 1 2

lim 1——+—2

n—oco n n

muzZeme rozlozit na

lim 1— lim }+ lim 3:1—0+0=1.

Nn—oo n—oo N n—oo n2

Podob limp_on—2 = . Tedy

i 1-3+5  limpel-1+35 1 0
n—eo N—2 IMp_wn—2 00

Nyni pro ptivodni limitu ma smysl rozklad

1 2
jm o2t IRt
noo M—2n n—on2 noeo  N—2

=1-0=0.
Limity podilti polynom ale takto slo&tpctitat nebudeme. Ozime

_apP+ap_1nP 1+ +ain+ag
| = lim T .
n—sco bqnq_|_bq71nQ— +---+bin+Dby

Nastat mohou jerfitodlisné gipady:

0 Prop>q
nd
O Prop<q
I =0.
[0 Prop=q
ap
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[] Cviteni10.6 Spcitejte:

6.
7.
8.

[] I52e§en|'.1D—ooDooDooDODOD_ooD_g

1
2
3.
4
5

impe 1+ 1,

. Ilmng)oo _2n,

liMn_.c0 30+ 6,

. limp_e N3 — 6n° — 6n,

1

. Ilmn_)mm,

. n2
Mo G735

lim 2n*—6n°
N—® 3pd_2n315°

; 2n*—6n°
limn e 3n—2n3+5n5"

143
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11 Limita funkce

Casto se dostaneme do situaci, kdy budemiedgsu funkce zjistovat, jak se chova
nebo jak vypada graf v okoli bodi, kde neni definovana, nebw@kax. Nagriklad
funkcef(x) = ;1( se pro velk& hodnotami spi@dare blizi k nule. Nas bude ale zajimat,

jak se pro velk& bude chovat funkcg(x) = %sinxz. Kdyz se zase % blizime k 0,
funkcef (x) = ;1( roste pro kladn& k nekon€nu. Jak se ale bude chovat okolo O funkce
f(X) =x- sin;l(? Zjistime to diky limi& funkce (Obrazek 11.1).

Obrazek 11.1: Funkce méa v bad limitu a

145
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Definicell.1 Necht cje hromadny bod defigniho oboru funkcé (x). Necht a € R*.
Funkcef (x) malimitu av boceé c (limy_¢ f(x) = a), prawe kdyz

YU (a)3P(c) : xe P(c)nD¢ = f(x) e U(a),

nebo
V{Xn o1, Xn € D, Xn #C: lim Xy =c= lim f(x,) =a
Nn—oo Nn—oo

Uvedli jsme najednou dsmoznosti, jak limitu definovat. Limita, pokud existuje,
je Cislo, ke kterému se blizi fugki hodnoty v okoli daného bodu Pokud limita
v néjakém hromadném bédlefintniho oboru existuje, furdni hodnoty z jeho okoli
by se nély dostévat tim bliz k hodnétimity, ¢im je okoli uZsi. Druha definidéka, ze
priblizuji-li se body defintniho oboru k bodu, priblizuji se i jejich funkEni hodnoty
k hodnoe limity (pokud existuje).

Hromadny bod defittiniho oboru obsahuje v kazdém svém okoli body dé&fiio
oboru funkce, na druhou stranu nemusi sam do tohoto obaiitt pahita nezavisi na
pripadné funkni hodnoé v boc c, to fikaji v pfipace prvni verze definiceP(c) : x €
P(c) axy # c ve druhé verzi. Funkce miize mit v indejvySe jednu limitu. Definice
se k vypa@tu limit neuziva. Nkdy se hodnota limity odhadne a dokazuje, nebo se
dokazuje, Ze neexistuje.

Definice11.2 Necht c je hromadny bod defithiho oboru funkcef (x) takovy, Ze
v kazdém pravém okol *(c) boduc leZi nekonéné mnoho bodiD;. Necht a € R*.
Funkcef (x) malimitu zprava av boce c (limy_..+ f(x) = a), prawe kdyz

YU (a)3P"(c): xe PT(c)ND¢ = f(x) € U(a),

nebo
V{Xn o1, Xn € D, Xy > C: rlim Xn =C= rlim f(xn) =a
— 00 —00

[] cvigeni11.1 Nadefinujte limitu zleva.

| kdyZ limita neexistuje, mohou existovat limity zprava ava. Pokud jsou rlizné,
limita v boc® neexistuje. Rkladem jef(x) = )—1( v bock 0. Limity zleva a zprava se
souhrn@ nazyvajijednostranné limity.

Grafy elementarnich funkci s&tsinou daji nakreslit jednim nebo&wa tahy tuz-
kou, body ve kterych musimédipadreé tuzku zvednout, se nazyvaji body nespojitosti.
My si nyni nadefinujeme, kdy je funkce v b®dpoijita, definice bude podobna definici
limity, se kterou spoijitost Uzce souvisi.

Definice11.3 Rikame, Ze funkcé je spojitav bodg ¢ € Dy, prawe kdyz
YU (f(c))aU(c): xeU(c)nDs = f(x) e U(f(c)),
nebo

¥{Xn} o1, X0 € Dy ¢ lim xq = c= lim f(x0) = f(c).

NnN—oo
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Pozndmkall.1 Aby mohla byt funkce spojita v badc, musi tento bod nalezet do
definicniho oboru. DalSi rozdil mezi limitou a spojitosti je v tobe, u limity se musi
funkEni hodnoty blizit k @jakému prvku rozgéné realné osy, u spojitosti se hodnoty
funkce ve zmenSujicim se okoli bodunusi blizit funicni hodnog f (c).

Vétall.l Necht c € R je hromadny bod defitiniho oboru funkcd. Pakf je spojita

v bock c, prawe kdyZXILer(x) = f(c).

KdyZ chceme tuto &tu tvaru ekvivalence dokazat, musime dokazovét idwpli-
kace.

1. Fredpokladame spojitost v boceé c. Pokud je funkcef spojita v bo@ c plati
z definice spojitosti:

YU (f(c))3U(c) : x€ U(c)NDs = f(x) € U(F(c))

Jestlize @co plati pro okolU (c) = P(c) U {x}, bude to platit i pro redukované
okoli P(c). Definice limity vyzaduje Bjakéa, pro které by tvrzeni o okolich
platilo. Nam se fimo nabizi vzitf (c) zaa. MUZeme tak vyrénit P(c) zaU(c)

a f(c), zaa. Dostaneme definici limity.

2. Nyni g'edpokladame, Ze existuje limita rovné fumk hodnoé a = )I(imcf(x) =
f(c). D& se tedy do defigniho vztahu pro limitu dosadit

YU (f(c))3P(c) :xe P(c)ND¢ = f(x) € U(f(c)).

Jediny rozdil oproti definici spojitosti v ¢ v redukovaném okolt. Protoze
aleif(c) e U(c)VU(c), vztah plati pro{c} UP(c) = U(c). Dostaneme definici
spojitosti

YU (f(c))aU(c):xeU(c)nDs = f(x) e U(f(c)).

Elementéarni funkce nemaiji v deftmim oboru body, kde by nebyly spoijité.

Veétall.2 Necht jsou funkcef a g spojité v bo@ c € D¢ N Dgy. Pak jsou v bod ¢
spojité funkce

f
f+g7 fgv a,g(C);«EO, |f’7 kf,kER

Vétall.3 Necht je funkcef spojita v bo@ c € D¢ ag v bock f(c) € Dg. Pak je
funkceg(f) spojitd v boe c.

Tyto véty namfikaji, Zze pokud jsme schopni nakreslit grafy dvou funkcineu
carou, pak i graf najklad sowtu techto funkci ptijde nakreslit jedndiarou, stej@é
jako graf slozené funkce.

PouZijeme to pro elementarni funkce a funkce z nich odvgzgné&echny budou
spojité, a proto limity v bodech defitniho oboru budou rovny fuigki hodnog. V ne-
vlastnich bodech ohratijicich defingni obor vdak mliZe i u elementarnich funkci
dochazet ke skoklim (nkpf (x) = £ v bode 0.)

— X
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KdyZz budeme péitat limitu Iirrg)x2 — 4, zjistime nejdive, jestli O pati do defint-
X—
niho oboru. ProtozZe pdt bude limita v O rovna funéni hodnoé 0, tedy

imx?—4=0>—4=—4.
Xx—0
Vypocet limit se ndm tak rozpadl na dva hlavriigady, limity v bodech defiid-
niho oboru elementéarnich a odvozenych funkci budeme hjediabduse jako furgni
hodnoty, limity v bodech mimo defiéni obor (nevlastnich bodech) budeme hledat
pomoci nasledujicichét.

Vétall.4 Necht )!irréf(x) =0, a existujeP(c) tak, zeP(c)NDs = P(c)NDg # 0
a funkceg je omezend3k € R : g(x) < K¥x € P(c) N Dg). Pak Iimitaxling f(x)-9(x) =
0.

Limita solEinu funkce omezené s funkci s nulovou limitou je nulova.
Snadno tak zjistime, ze

lim xsinx =0,
Xx—0

protoze|sinx| <1 alimy_ox=0.

Pokud maji de funkce v boé stejnou limitu a fun&ni hodnoty iteti funkce se
pohybuji mezi funknimi hodnotami zmié@nych dvou, ma ireti funkce stejnou limitu.
Dozvime se to z &ty o limité i funkci.

Vetall.5 Necht c € R* a necht existujeP(c) tak, zeP(c) N D¢ = P(c) NDg =
P(c) NDp # 0. Necht dale prox € P(c) N Dy plati f(x) < g(x) < h(x) a existuji limity
)I(imc f(x), )I(imch(x) a jsou si rovny. Pak existujeXLli@(x) a pIatiXILngg(x) = )I(iLnC f(X).

Zkusme spoitat lim )—1( -sinx pomoci této ety. Vime, Ze
X—00

—1<sinx<1,
proto
1 1 . 1
—— < —-sinx< —, x>0
X~ X X
Navic
_ 1
lim £- =0,
X—00 X
tedy mame d& ohrangujici funkcefi(x) = —1 a fo(x) = £ se stejnou limitou wo,
proto

o1
lim = . sinx=0.
X—00 X

K vypoctlim limit budeme néjasgji vyuzivat \étu:
Vétall.6 Necht limy_¢ f(x) =a, limy_cQ(x) =b, a,b € R*. Pak

O limy_¢ f(X)£9(x) =a=xb,
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O limy_cf(X)-g(x) =a-b,

O Iimx_,c% = 2, je-li pro néjakéP(c) % > 0vx e P(c)V % < 0vx € P(c)

pokud maji pravé strany smysIR/. Také plati:
O limy_c|f(X)| = |al.

Pouzivame aritmetiku na rozéhé realné ose. Smysl maji tedyékteré operace
s . Objevuji se v8ak i uskali, je velky rozdil mezi funigix) = 0 a funkcemi, pro

kteréXIingg(x) = 0. Déleni 0 neni definovano, ale Iimi}a ilé% mit smysl mliZe, i kdyz
)I(imcg(x) =0.
Pro elementarni funkce zname grafy, a tak vidime i jejichitliny libovolnych
nevlastnich bodech:
O limy_ X' =0, VneN,
O limy_oa*=o0,a> 1,
O limy._oa*=0,a> 1.

Limity slozitéjSich funkci spéitdme pomoci limit elementarnich funkci tak, Ze je
rozloZzime na ,vhodné” saiy, sowiny Ci podily vice limit jednodusSich funkci.
lim X+ X% = lim X+ lim x? = 00+ 00 = oo,
X—00 X—00 X—00
Rozlozili jsme funkcif(x) = x+ x? na soiet funkcig(x) = x a h(x) = x°. Souet
liMy o0 X+ liMy_.00 X2 = 00 + 00 = 00 MA& smysl, proto miizemeétw pouzit s takovymto
rozkladem.
Smysl naopak nemaji rozklady limit takové, Ze nam vychazi

Napriklad nebudeme rozkladat

lim x—x? = lim x— lim x? = 00 — o0,

X—00 X—00 X—00

protoze dostaneme nesmyslny vyraz, ale

lim x—x2 = lim x- lim (1—X) = (—) = —oo.

X—00 X—00 X—00

Velmi ¢asto pouzivame rozklad

I 00 = m 6 i .
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Prvni limita je vZdy 1 a st& déle p@itat jen lim_.ch(x). Zkusme spoitat
lim =X
x—3X2 — 56X+ 6’

Rozlozit funkci na nabizejici se podil dvou funkci nema spgesétal bychorrg.
Umime ale polynomy rozloZzit na soun:

i X*—3x . (x=3)-Xx Cim X8 im X 1.3 g
x—3X2 —BX+6 x-3(X—3)(X—2) x-3X—3 x-3X—2 1

JeSé nam zbyl pipad, kdy limx_cg(X) = 0 v limy_¢ 8 Jestlize nedokazeme, ze

podil g 3 je na réjakémP(c) jen kladny, nebo jen zaporny a nepéidse nam limitu
spdiitat fredchazejicim zplsobem, zkouSimeipat ok® jednostranné limity. Pokud
tyto existuji a rovnaji se, limita existuje a je jim také raviv op&ném gipact limita
neexistuje.

Toto uskali vidime na limé

Podils 1 neni na zadném okdH(0) jen kladny nebo jen zaporny ani se neda smyskipin
vytknout limy_.o E ; Jednostranné limity vychazeji rtizné,
1

1 .
lim — =00, |lim — = —oo,
x—0t X x—0~ X

proto limita neexistuje.
Naproti tomu limita

existovat budecf), protozZe jednostranné limity vychazeji shédn

1 1
lim — =, lim =
x—0t X Xx—0— X

Limitu bychom nasli také pro lign.o X—X2 MliZeme totiz upravovat

2

. X X
Iim —=Ilm-limx=1-0=0.
x—0 X X—0 X x—0

[] cviteni11.2 Spcitejte limity:
2

X2 —1 O XP—Ax+4 . x2.¢

lim im im
x—02X2 —X—1" x=2X2 —5X4+6" x—w x.e?’

—2

lim x+ €, lim x

X—00 Xx—0
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X2

im x4 €. lim —— fim C =Xy XX
X oo " x—w0 X2 —B5X+ 6 x—3X2 —5X+ 6 x——0 X3 —5X+ 6

V limitach podilli polynom{l « jdoucim dod-o se osamostatni Iimm§(: 1), kde

n je mensi ze stuml polynomi \Citateli a jmenovateli a dostavame stejny vysledek
jako u posloupnosti.

[] Redeni.1, 0,00, 00, 00, —c0, 1, neexistuje, 0

Poznamkd 1.2 OblibergjSim zplisobem vypou limit bude 'Hospitalovo pravidlo.
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12 Derivace funkce

12.1 Zavedeni derivace

Derivace je kicovy nastroj pro praci s funkcemi. Derivace ukazuje, jdatikce roste
nebo klesa, a pouziva se pro hledani minim a maxim funkce.

Predstavme si, Ze jsme vyrazili na vylet a chceme porovnggklprudkého kopce
jdeme. Je velky rozdil chodit po Beskydech nebo po Sumikdy? se dostavame do
srovnatelnych nadniiskych vysek. Nejjednodussi zptisob jak prudkost kopceapp
je délit nadmdskou vySku, kterou jsme nastoupali, vzdalenosti, ktesmoej fitom
usli. Délime tak rozdil nadniskych vy3ek délkou ujité cesty. MlZzeme pakt, ze
cesta z Frydlantu na Lysou horu je skdtgrikrat prudsi nez z Kvildy n&ernou horu.
Obé hory jsou podobi vysoké, cesty podoBndlouhé, ale na Lysou horu musime
vy$lapat 900 vyskovych metrdl proti 250 G&rnou horu.

Matematicky bychom takovy vylet mohli popsat funkiciktera urazené vzdale-
nosti difazuje nadmiskou vysku. Vyjdeme z bodwy's funkEni hodnotouf (x) (nad-
morfskou vySkou) a dostaneme se do bads funkEni hodnotouf (y) nadmdskou
vySkou. Jako nasi prudkost dostavame podil

a f0 =10
y—X
to je ale smérnice @imky, ktera prochazi body grafx, f(x)), (y, f(y)). Tedy naSe
prudkost je srérnice imky prochazejici bodem, ze kterého jsme vysli, a bodem, ka
dojdeme.

Kopec neni obvykle ve vSech mistech s&eprudky, nas bude nyni zajimat, jak
zmérit prudkost kopce v konkrétnim mést{ne na celém Useku). Je jasnécia bliz
k tomuto bodu budou gi@teni a cilovy bod réfeni, tim \etsi bude naéje na spravny
odhad prudkosti. Mizeméeba vzit zkoumany bod jako pat&ni a pro stale kratsi
Useky p@itat sn@rnice (prudkosti kopce). Tyto smice se mohou blizit k Gité hod-
noté. My ji umime najit pomoci limit. KdyZ se zadivame na grak, ianto postupem
vytvafime s&ny grafu, které konverguji k é@€ grafu ve zkoumaném bédObrazek
12.1). Snérnice séen pak konverguji k sérnici te&€ny ke grafu v tomto bogl Pro
posloupnost bodiix,} priblizujicich se kx dostaneme posloupnost émic{a} :

-t (- fe)—f

X1 — X Xo — X X3 — X

153
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Ta bude obvykle konvergovat k linét, které budeméikat derivace funkcé v bode
x a déle ji budeme zi& f'(x),

f'(x) =a= lim a,.

N—oo

Obrazek 12.1: Sarnice séen konverguji ke sarnici te&ény (derivaci v bod)

DerivaciCasgji zapisujeme pomoci limity prejdouci kc:

o) = m

nebo mistx piSemec + h a zdlraaujeme tak rozdih mezix ac

rin o fe+h)y—f(c) . f(c+h)—f(c)
f(c)_rlmqo c+h-c _r|1lino h '

Definice12.1 Necht funkcef (x) definovana na&jakém okoli bode € Dy. Rikame,
Ze funkcef (x) ma v boek c derivacij jestlize existuje limita

- ferh) —f(e)
h—0 h

Tuto limitu nazyvame derivaci funkcgx) v bode c a zn&ime f’(c).
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Z definice derivace jako limity plyne néasledujici termingila Derivace zname
vlastni(najdeme realnéislo), nebmevlastni(limita je rovna+). Derivace také ne-
musi existovat (stefnjako u limit.) Pokud budeme brat boglyjen z pravého (levého)
okoli bodux, budeme mluvit o derivaci funkcé zprava (zlevay boce x.

Kladna derivace bude znamenat, Ze funkce \adte, zaporna, Ze funkce v lEod
klesa. Zajimavy je ppad, kdy je derivace 0. To se v naSem turistickdiklpdé mlze
prihodit, kdyZ jsme na kopci. Pokud popojdeme kratkou vzadde, naSe nadniska
vySka se nebude @mit, podil znény nadmeéske vysky k ujité vzdalenosti bude Oékio
podobného se nam muzZe stat v Udoli neb@ipozeni po rovid. JestliZe je pro&jaky
bod grafu téna rovnoléZna s osow, derivace v tomto boélje 0. U funkci to znamena,
Ze v lokalnich maximech a minimech je derivace 0.

Podobii jako mliZze mit funkce v béden jednu limitu, tak mtiZe mit funkce v bad
jen jednu derivaci (cozZ je taky limita). Navic, funkce maidaci v boce, prae kdyz
jsou si v tomto bod prava i leva derivace rovny.

Poznamkadl2.1 Zminme jeSé souvislost derivace a spojitosti funkce. Pokud derivace
v bock c existuje, je funkce v baglc spojitd. Opa@na implikace neplati, stauvazovat
funkci f(x) = |x| v boce O

Nejdfive se natime paitat derivace pro elementarni funkce. Derivace funkoce
bude funkcef’(x), kterd kazdémaislux prifadi derivaci v tomto bagl pokud existuje.
Zkusme pouzit defiBni limitu pro vypdet derivace funkcé(x) = x2. (Mamef(c) =
¢?, f(c+h) = (c+h)?). Dosazenim dostaneme

. (c+h?2-c . c+2ch+h?—-c* . 2ch+h?
Iim —— = lim = lim
h—0 h h—0 h h—0
~2ch+h?  h.
lim ch+ = lim - lim (2c+h) =1-2c = 2c.
h—0 h h—0hh—0

Po dosazeni zac vidime, Ze fedpis pro derivacf (x) = x? bude
(x%) = 2x.
Spcitejme t€nu ke grafu funkce v bad3. Derivaci v bod 3 dostaneme ze vzorce
f/(3) =2-3=86,

coz je snérnice hledané tay. T&€na musi prochazet bodem grafu f(3)] = [3,9].
Hledame linearni funkci
g(x) = ax+b,

zname srarnici 6, a bod3, 9], kterym prochazi, odtud(3) = 9. Najdeme tak parametr
linearni funkce z rovnice
9=6-3+hb,

tedyb= -9 ag(x) =6x—09.
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[] cviteni12.1

1. Spditejte derivaci funkcd (x) = x? v bocg 1. Jaka funkce bude popisovatie
ke grafu v boé 1. Zkuste to samé pro bod 0.

2. Odvod'te vzorec pro derivadi(x) = X, g(x) = 56.
[] Regeni. f(x) = () =2x, f/(1)=2-1=2,t(x) =2x—1, f/(0)=2-0=0,
t(x)=00f"(x) =1, g('’x) =0

S o réco \etSimi obtizemi by se daly odvodit i vzorce pro derivace tosth ele-
mentarnich funkci.

)

O (X" =nX"1neN,xeR,

O (@) =adtacR, xc (0, ),
O (e =€, xeR,

0 (&) =alna,a>0,xeR,

0 (Inx)' =1 x€ (0, ),

0 (log,X)' = 5. X€ (0, ),

0 (sinx)’ = cosx, x € R,

0 (cox) = —sinx, x € R,

0 (arctg) = 15z, X € R.

[] cviteni12.2 Spcitejte derivace funkci a nagte t&€ny v bodech:
1. f(x) =x3v bock 0,
2. f(x) =x® v bock 2,
3. f(X) =sinxv bock .

[] Reseni. f(x) = (x3) =3x2, f/(0) =3-02=0,y=00f'(x) = (x8) = 8X, f/(2) =
8-27 =1024 y = 1024 — 17920 f/(x) = (sinx)’ = cosx, /(1) = cosm= —1,y =
—X+TT

s

Pro slozigjSi funkce budeme pi@bovat postupy, jak si jejich derivovanigvést
na derivovani elementérnich funkci.

Veétal2.1 Necht funkcef(x) a g(x) maji vlastni derivaci v baglc € D¢ UDg # 0.
Pak plati:
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Mlzemefict, Ze derivace sdiu funkci je rovna sattu jejich derivaci a ze kon-
stanta se da z derivované funkce vytknout. Tyto vztahy sezdae dokazat pomoci
limit.

Zkusme se podivat na derivaci sou funkci f (x) ag(x) v bocé c.

(F+9)(c) :rlfino(f +9)(C+hr)]— (f+9)(c) ~ lim f(C+h)+g(C+E) — (f(c)+9(c))

Protoze derivace funkcf i g v boce c jsou viastni(f’(c), d'(c) € R, tedy limity

lim HEH=F(A) 3 jim 9N=00©) j5oy realn&isla a ma smys! jetétat) ma smysl roz-
h—0 h h—0 h

klad limity na so@get limit

im fc+h)+g(c+h) —(f(c)+9(c) _

h—0 h
i (DN =(00) gy @EHN=0O) _ g 1

Nyni uz jsme schopni sgdtat najiklad derivacih(x) = 5sinx+ 4x?,
(5sinx+4x%)" = (5sinx)’ + (4x?),
protoZe derivace s@tu je rovna sottu derivaci,
= 5(sinx) +4(x%)’ = 5c0x+4- 2x = 5cosx+ 8x.
Snadno zderivujeme soun h(x) = xsinx,
(xsinx)’ = (x)’ - sinx+Xx- (sinx)’ = 1-sinX+ X- COSX.

Nakonec i i derivaci podilu funkch(x) = ilTné derivujeme jen elementarni funkce
f(x) = sinxag(x) = x+ 3,

sinx\’  (sinx)’- (x+3) —sinx- (x+3)"
(m) B (x+3)2 -

_ COSX: (X+3) —sinx-1
B (x+3)2
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[J cvigeni12.3 Spditejte:

1. (64 3x%+4x%),

2. <2x%)' v bock 1,

3. (sinx+2co)’ v boce .

4. Dokazte tvrzeni&ty pro derivaci rozdilu funkci.
[ Regeni6x+12¢020-1
[] cviteni12.4 Spcitejte:

1. (e“-sinx+2cox),

2. [(643x%+4xH)(2x+3)],

2 (%)

4. (%)

eseni. &sinx+ e cosx— 2sinx X+ X+9)+ +oX*+
OR EsinX-+ € cosx— 2inXT(6x-+ 128) (24 3) +2(6-+ B+ 4x) D 2000220 L

SQ‘

Casto patebujeme derivovat slozené funkce.

Vétal2.2 Necht funkcef ma vlastni derivaci v baglc € D¢ a necht funkceg ma
vlastni derivaci v boéla = f(c) € Dg. Pak slozena funkcg(f) ma vlastni derivaci

v bocé c a plati
(9(f))'(©)=d(f(c)- t'(c).

Zderivujme napklad h(x) = e’ v bock 3. Vrejsi funkce jeg(x) = €, vnitfni
funkce je f(x) = x°. Derivace slozené funkce v béd je sodinem rychlosti rlstu
vnitini funkcef v bode 3, f/(3) = (x?)'(3) = 6, a rychlosti rlistu v&jsi funkceg v bode
f(3) = 9. Tedy

W(3) = (9(f))(3) =d(f(3) f'(3) =g'(9)- F'(3) =
= (€9/(9)- (x®)'(3) = €4(9) - 2x(3) = &”- 6 = 6¢°.

Kdyz derivujeme slozenou funkci, je hlavni problém v tonk, sactitatg’(f)(x). Nej-
prve si musime usdomit, Ze se jedna o sloZzenou funkay'#x) a f(x). Vypocet mi-
Zeme proveést ve dvou krocich, zderivujeme fung@ pak za pror@nnou dosadime
predpis vnitni funkcef.
Zderivujemeh(x) = (2x— 3x?)3. Vnitini funkce jef (x) = 2x— 3x?, vnejSig(x) =
x3. Nejdfive zderivujeme
g'(x) =3¢,
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nyni zax dosadimef (x) a dostaneme
g (f)(x) =3 (2x—3x?)2.
Vynasobeninf’(x) = 2— 6x dostaneme hledanou derivaci slozené furtkce
H(x) =g (f)(x)- f'(x) = 3(2x—3x?)2- (2— 6X).
[] cviteni12.5 Spcitejte:
1. (e),
2. <ex2>/,
3. (VXT3
4. (6@ +3x)72),
5. (xsin(x?))’.

S agani _ 2a—2XM_ ya—X2 1 5. _3°43 iy 2 2 2
[] Reseni.—2e-20—2xe DmD 2 (X3+3X)3Dsmx + 2X“COSX

12.2 [I'Hospitalovo pravidlo

Derivaci jsme definovali pomoci limity. Nyni budeme limitpgtat s vyuZzitim deri-
vaci. Najdeme limity nefljlemnych funkci (z hlediska aritmetiky na ro&sé realné
ose). ezko bychom rozkladali limitu

sinx

x—0 X

na jednodu3si limity. Snadno ji ale sgeme pomoci I'Hospitalovepravidla.

Vétal2.3 Necht'c e R* a necht funkcef (x) ag(x) maji viastni derivacé’(x) ag'(x)
na réjakém redukovaném okoli boduNecht je bud’

fm 10 = fm g =0

nebo
lim [g(x)| = co.
Existuje-li vlastni nebo nevlastni limita lim,¢ %, pak existuje i lim_.¢ % a plati
f(X) f"(x)

Lpfipomdime vyslovnost: [lopitalova]
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Vzdy je nutné ped pouzitim I'Hospitalova pravidla @*it, jestli limita pfedstavuje
jeden z vyjmenovanychifpadl, obvykled, .
Nag‘iklad pravidlo nem{izeme pouZit pro
jim X=2
x—1X—1’

protoze v podilu limit neni ani titateli a zarové jmenovateli 0, ani ve jmenovateli.

Naproti tomu snadno sgteme

. Sinx
lim —,
x—0 X

protoze

limsinx=0, limx=0.
x—0 x—0

I'Hospitalovo pravidlo se da pouzit,
sinx (sinx)’ . cosx

[im — = lim = =1
x—0 X X—0 (X)/ x—0 1

Uvidime, Zexlimxe*" spaitame také pomoci I'Hospitalova pravidla. Raiujeme
v3ak tuto limitu zapsat ve tvaru podilu,

lim xe ™ = lim >
X—00 - X—00 ex )

Protoze
[im x= o lim & = o,

X—00 X—00

podminka I'Hospitalova pravidla je spna,

im % = tim X L
X0 @K X—00 (ex)/ XX

Poznamkadl2.2 I'Hospitalovo pravidlo plati stej@i pro limity zprava nebo zleva.
[] cviteni12.6 Spcitejte limity, o&te pouzitelnost I'Hospitalova pravidla:

2 2 2 X2

. xc—1 . Xe—4Ax+4 . xc-ef

im ——— |im lim lim x+ €&*
x—02X2 —X— 1" x=2X2 —B5X+ 6" x—0 x.@¢ 7 x—e €,

. . X2 —3x x3 — 3x . X2 — 3x
lim x+€* lim

- IMm— lim ———
X——co x—00 X2 — BX+ 6" x—3X2 —5X+ 6 x——0 X3 — 5X+ 6’
im S jim e fim X jim SN2
x—0 3X ' x—>—0 7 x-01—coZ(X)’ x—0sinbx’
[] Reseni.1, nepouzijeme; Op lepsi vyjadit jako sot&in limit; © nepouzijeme:—oo
nepouzijemego; neexistuje, nepouzijeme; @; 0; 1, pouZijeme dvakrat za sebdl;
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12.3 Druha derivace

Pokud derivujeme derivaci funkce, ziskame druhou derifeatdice.

Definice12.2 Necht funkcef ma vlastni derivaci v baglc € D. Necht funkcef’
ma derivaci v bod c. Pak( ) nazyvamedruhou derivaci funkce & zn&ime f”.

v v

Poznamkd 2.3 Podob®@ muZeme definovat i derivace vy$siéhll

f//l (f”)

fn) (fm—l))’,

f(x) =sinx,xe R

Napriklad

f/(x) = cosx, f”(x) = (cosx) = —sinx, f(x) = —cosx, f¥(x) = sinx, xe R.
[] cviteni12.7 Spcitejte:

1. (C+3x)",

2. (Vx+3)",

3. (e)",
4. (xeX)",
5. (Inx)(".

[ Regeni6x0——1—04e 20 —2e %+ xe *0(—1)" 1010
(2x+3)2



162 KAPITOLA 12. DERIVACE FUNKCE



13 | VysSetfovani prubéhu funkce

VSechny typy vypotl, které jsme doposud provéd vyuzijeme i vySefovani pri-
béhu funkce, tedy konstrukci grafu Zgupisu funkce. Nejdve si objasnime, jakip
tom pouZzijeme hlavé limity a derivace. NejgtSi vyznam mé derivace pro hledani
lokalnich maxim a minim funkci.

Upresnime si pojmy riistu funkce v béa lokalnich extrémd.

Definice13.1 Funkcef se nazyva rostouci v bécg € Dy, jestlize existuje reduko-
vané okoliP(xp) C Dy tak, Ze plati

x€ P (x) = f(X) < f(X0), X€ P (x0) = f(X) > f(x0).

Dale:
f se nazyva klesajici xp, kdyz

X € P~ (X0) = f(X) > f(x0), x€ PT(x0) = f(X) < f(x0).
f se nazyva neklesajicixg, kdyz

X € P (X0) = f(X) < f(x0), Xx€ PT(x0) = f(X) > f(x0).
f se nazyva nerostoucixg, kdyz

xe€ P (x) = f(X) > f(Xo), Xx€ P (x0) = f(X) < f(x0).

Je celkem &&jmé, Ze po funkci rostouci v bécchceme, aby furihi hodnoty na-
levo od bodu byly menSi a napravétgi nez v tomto bael Podobg od lokalniho
maximacekame, Ze alespaa réjakém jeho okoli budou furtki hodnoty mensi, nez
v tomto bock.

Definice13.2 Funkcef ma v boe xg € D lokdlni maximumijestlize existuje redu-
kované okoliP(xg) C Dy tak, Ze plati

X € P(xg) = f(X) < f(x0).

Funkcef ma v bo@xo € Dy lokalni minimumjestlize existuje redukované okoli
P(xo) C Dy tak, Ze plati
X € P(xo) = f(x) > f(xo).

163



164 KAPITOLA 13. VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

v,

Dostavame se k jedné z nejdll€f#tich \&t, kdy pomoci derivace rozlis§ime body
definicniho oboru, kde funkce roste klesa nebo miize mit extrémyQbrazek 13.1).

Vétal3.1 Necht c € R je vnitfni bod defintniho oboruD funkce f. Necht existuje
f’(c) (vlastni nebo nevlastni). Pak plati:

O je-li f'(c) >0(f'(c) <0),je f vbodecrostouci (klesajici),
0 ma-li f v boce c lokalni extrém, jef’(c) = 0.

Poznamkal3.1 KdyZz se vydame na kopec, taktarika, Ze pesré na vrcholu kopce
nejdeme ani nahoru, ani dold, derivace je tam O (&tggiko v Udoli). Tato &ta vSak

nejde obratit. Funkce nemusi mit extrémy v bodech, ve kigjg/derivace 0, ale mize
v nich freba rlist. Klasicky pklad je funkcef(x) = x3, ktera v bo@ 0 roste (podle
Definice 13.1), i kdyZ je tam derivace 0.

(x)

\ ! f(x)

,,,,,,

£(>0 £(x)<0 £(9>0

0 f(x) roste 0 f(x) klesa 0 f(x) roste

Obrazek 13.1: Znaménko derivace indikuje riist nebo kiesdkce

Definice13.3 Necht f ma v boe c € Dy derivaci a platif’(c) = 0. Pak sec nazyva
stacionarni bodunkcef.

Z mnoziny stacionarnich boddl budeme vybirat lokalni emgrgomoci druhé de-
rivace.

Vétal3.2 Necht funkcef ma v bo@ c € D¢ prvni derivacif’(c) = 0 a vlastni nebo
nevlastni druhou derivadi”’(c) # 0. Pak f ma v boc c lokalni extrém, a to lokalni
minimum prof”(c) > 0 a lokalni maximum prd”(c) < 0.
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Hledani extrémi funkcé(x) = x* — x3 za&tneme jejim zderivovanim.
f/(x) = 4% — 3%
Ve kterych bodech se derivace rovna 0, zjistime z roviii¢e) = O, tady

43 —3%% =0,

NG (x— i—?r) =0.

Rovnost je splana body = 0, X, = 3.

Vypotteme druhou derivaci funkceé f”(x) = 12x> — 6x a zjistime jeji hodnoty
v nalezenych bodech ax :
3. 9

=—->0.

0 =0, f"(3) =5

V bodé x; = % se nachazi lok&lni minimum. Kriterium namilg nepomohlo v boé
0.

V tomto pfipace se hleda nejnizsi derivace, kteréa je v tomtoéodnulova, pokud
je suda, existuje lokalni extrém, v lichémipade funkce v tomto boé extrém nema.
KdyZ je suda derivace v tomto bédkladnd, tak se v b&nachéazi lokalni minimum,
kdyz zaporna, najdeme \em maximum.

V naSem pikladé bychom spéitali

3 (x) = 24x— 6,

f3(0)=-6+£0,

tedy funkce nemav 0 extrém.
Nyni si v jednorozrérném pipace nadefinujeme konvexni a konkavni funkce (Ob-
razek 13.2).

Definicel3.4 Rikame, Ze funkcé je konvexni (konkavnfja intervalul c D, jestlize
pro kazdeéfi body x1, X2, X3 € J, X1 < X2 < X3, plati, Ze bod™ = (xp, f(x2)) lezi pod
(nad) spojnici bodi?, = (xq, f(x1)), Ps = (X3, f(X3)) nebo na ni.

KdyZ se podivame na grafy konvexnich funkci na intervadu x3), vidime, Ze
funkce roste vic (nebo alespoére klesa) napravo od libovolného boriue (x1, X3).

Rekneme, Ze prvni derivace funkce, ktera popisuje ristdeyroste. Tedy e je druha
derivace kladna (Obrazek 13.3).

Vétal3.3 Necht je funkcef spojita na intervald C D¢ a ma v kazdém badoteve-
ného interval € J° vlastni nebo nevlastni druhou derivaci. Pak plati:

[0 f je konvexni nal, prave kdyz f”(x) > 0,

00 f je konkavni nal, prave kdyz f”(x) < 0.
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konvexni

------ konkavni

Obrazek 13.2: Konvexni a konkavni funkce

£7(x) <e" '(x) >0
4

f();)'\konkavni f(x) konvexni
R

Obrazek 13.3: RozliSeni konvexni a konkéaeasti funkce pomoci znaménka druhé
derivace

Konvexnost a konkavnost funkce tedy budeme vigdett pomoci druhé derivace.
Bod, ve kterém se spoijita funkceami z konvexni na konkavni, se nazymfilexni bod.

Definice13.5 Necht funkcef ma v bod c € D¢ vlastni derivaciRikame, Ze funkce
f mé v boe cinflexi, jestlize existuje redukované okdt{c) C Dy tak, Ze

proxe P~(c) je f(x) > f(c)+ f’(c)(x—c),
prox € P (c) je f(x) < f(c)+ f'(c)(x—c),

nebo naopak. Bok, f(c)) se nazyva inflexnim bodem funkégnebo grafuGs).
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K hledani inflexnich bodl pouzivame néasledujigiu

Vétal3.4 Necht funkcef ma v boe c € D; inflexi a necht' existuje vlastni nebo
nevlastnif”(c). Pakf”(c) = 0.

Pro nés tato &a znamena hledétSeni rovnice
f(x) = 0.

Vétal3.5 Necht funkcef ma v bo@c e D¢ druhou derivaci”(c) = 0 a vlastni nebo
nevlastnif”’(c) # 0. Pak maf v bodk c inflexi.

Podob® jako pro vyS@bvani minim a maxim existuje iéta pro pipad f”’(c) = 0.
Nebudeme ji ale ,v praxi” flis vyuZivat.

Ke zpresréni né&rtu grafu a lepSimu pochopeni chovani funkce okolo bodil ne
spojitosti a v nevlastnich bodech hleddme asymptoty. Jsqiiimky, ke kterym se
graf funkce nekon&e blizi na okoli+c nebo v bodech nespojitostifipomeime,

Ze jakoukoliv fimku kronme svislé jsme schopni zapsat fumkm gedpisemg(x) =
kx+ g, k, g € R. Body svislé pimky neneni svojix—souadnici, protox = ¢, c € R.

Definice 13.6 Necht je funkcef definovana na &akém redukovaném okoli bodu
c € R. Pfimka x = ¢ se nazyvavertikalni asymptotdunkce f, jestlize ma funkcef
v bocé c aspa jednu jednostrannou limitu nevlastni.

Vertikalni asymptota seakdy nazyva asymptota bez émice.
Definicel3.7. Necht je funkcef definovana na&kterém z interval{l—co, b), (a, ).
Pfimkay = kx+ g se nazyvasymptota funkce ¥ bodeé o (—), jestlize plati

lim (f(x) — (kx+0)) =0 (_lim (f(x) - (kx+q)) = 0).

X—00 X——00

Asymptota v+oo se hazyvasymptota se smernici.

[] cviteni13.1 Najdéte lokalni extrémy funkci:

1. f(X) =24+x—x%,

2. f(x) =x3,

3. f(x) = —x4,
4. g(x) = €,
5. j(t) = sint.

[] Reseni.maximum V%Dnemé lok&lni extrémyImaximum v @minimum v -
10maxima v{x € R, x= J + 2k, k € Z}, maxima v{x € R, x= — 7 4 2k, k € Z}
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[] cviteni13.2 Najdéte lokalni extrémy funkci:

2X 1

f(x) = (2x+3)%, f(x) =3x—x, f(x):m, F() =x+,

. _ 2Xx—3
f(x) = x+sinx, f(x) =xe™*, f(x) = v f(x) = vV2x—x2.
[] Regeni.minimum v—%Dminimum v —1, maximum v IIminimum v —1, maxi-
mum v I0maximum v—21, minimum v 10nem& extrémmaximum v I1Inema ex-
trémJmaximum v 1

VSimnéme si, Ze hodnoty elementarni funkce gaiznaménko bod od bodu, ale
jsou kladné nebo zaporné na celych intervalech. Existnjdj€ moZznosti, jak se graf
funkce f dostava pes vodorovnou osu:

[0 Graf prochazi osoy, tedy pro @jaky bodxg € D+ plati, Zef (xp) = 0,
[0 Funkce je nespoijita a jeji graf [psk&i” v nespojitosti vodorovnou osu.

Pokud najdeme vSechny nulové body a body nespoijitosti yrozali nam tyto
definicni oborDs na intervaly, kde maji furéni hodnoty stejné znaménko (nemaiji
jak ho znénit). Pak uz st jen zjistit znaménko funtnich hodnot na jednotlivych
intervalech a sptitat funkcni hodnotu v kterémkoliv bodu daného intervalu.

U elementarnich funkci vznikaji body nespoijitosti hlawam, kde by sedlilo O.
VySeftime prulkeh funkce

X2

f(X) = XT1’

kterd mé nespojitost v béd; = 1. ProtoZe defirini oborDs = R — {1} neni sou-
meérny okolo 0, nem{iZe byt funkce licha ani suda.
Déle budeme hledat nulové body funkce pomoci rovnice

f(x) =0.

V nasSem pipace fesi rovnici

X2

x—1 -
Cislox, = 0. Nalezen&islax; axp, rozceli defintni oborD+ na fi intervaly:

|1 = (—00, 0>, |2: <O, 1), |3: (1, 00).

Dosazenintisel z &chto intervalll zjistime, na kterych z nich jsou fénk hodnoty
kladné a na kterych zaporné:

f(-1)= 1 <%) =S t2)=4
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kde—1¢€ Iy, 3 € I, 2 € 3. Odtud plyne, Ze funkce je zaporna haJl, = (—o, 0) U
(0,1) = (—, 1) a kladna ndz = (1, ).

Nyni obratime svou pozornost k rlistu funkce. Poklck) > 0, funkce vx roste,
pokud f’(x) < 0, funkce vx klesa. Funkcd’(x) je pro elementarni funkce také kladna
(nebo z&porna) na &itych intervalech (a proto i funkcena intervalech jen roste nebo
jen klesd). Stejnym postupem najdeme body, kde se nif(xg stat z kladné zapor-
nou nebo naopak. Tyto body nam oh&nintervaly se stejnymi znaménky futikich
hodnotf’(x). Ta ndm uéi, jestli plvodni funkce na intervalu roste nebo klesa.

Vratime se k pikladu,

pon | 2X(X—1)—x3(1)  x2—-2x 1
(B T T A 12

(Jeden tvar funkce se hodi preSeni rovnice a druhy pro derivovani.)
Najdeme nulové body’(x),

X2 — 2X

(x—=1)
x1 = 0, xo = 2. Pro kresleni grafu se nam jédbude hodit fun&ni hodnotaf (2) = 4,
tedy funkce prochazi bodef8, 4. Dale vime, zef (0) = 0, protoze jde o nulovy bod.
Bod nespojitosti bude zasg = 1. Tyto tfi body nam rozéli D¢/, definiéni oborf’, na
Ctyfi intervaly

=0,

l1= (_0070>7 l2 = <O7 1)7 I3 = (17 2>7 la = <27 oo),

Dosazenim bodll Zthto intervalll dof’ dostanemé’ je kladna, a protdf roste na
l1Ulg = (—00,0) U (2, ). f’ je zApornd, a protd klesa nal, Ulz = (0, 1)U (1, 2).
Funkce ped bodem 0 roste a za nim klesa, nachazi senw tedy maximum, podolén
v bock 2 je minimum.

Ani pfi vySeffovani konvexnosti a konkavnosti funkéenebude postup jiny. Na-

jdemef”(x),
v 1\ 2
W= (1 some) < e

Jeji defin€ni obor rozeélime jejimi nulovymi body a body nespojitosti na intervaly
kde budef jen konvexni nebo jen konkavni.
Nulové body tentokrat nenajdeme, protoze

2 J—
(x=1)%
nemareseni. Bod nespojitosty = 1 nam rozeéli defintni oborf” na dva intervaly
|1 = (—00, 1), |2 = (1, 00).

f”(2) = 2, bude funkcef konvexni nal, = (1, ©) a konkavni

Protozef”(0) = —
,1). T dy stejnym postupem ziskavame intervaly, na kterych ni&de

naly = (—o
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jen kladnd, nebo jen zapornd, jen rostouci, nebo jen kidsgh konvexni, nebo jen
konkavni.

Déale mlizeme rozgit D¢ na intervaly, které budou priniky nalezenych intervalli
takove, Ze na nich bude funkce ritgiad jen kladna, rostouci a konkavni. Tak budeme
pro kazdy interval @cet, jaky tvar Kivky grafu mame kreslit. JeStvSak budeme pi-
bovat \edet, v jaké funkni hodnoé krajniho bodu intervalu mamedgkreslit a v jaké
skortit. Snadno najdeme fukhi hodnoty v bodech defitniho oboru funkce. Okolo
bodl nespoijitosti a v bodeche uplatnime limity. Pokud budou limity rovny-co,
budeme je& hledat asymptoty. Ty nazéiajestli se graf funkceffimyka k primce,

fim X — im 2
= — — 00
X—o00 X — 1 X—00 1 !
im X
—_— = —00
X——00 X — 1

Odtud plyne
a(x) =x+1.
Stejreé najdeme i asymptotu oo,
f(x) X2

k= lm — = Im —=1
X——00 X x——e X(X— 1)

Y

g= lim f(x)—kx= lim <X—2—x>:1.

X—s —00 x——0o \ X—1

Odtud dostaneme
ax(x) = x+ 1.
V bodech nespoijitosti vySetieme vertikalni asymptoty. Limita
2

li
x—1X—1

sice neexistuje, ale najdeme jednostranné limity
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-1
To znamena, Ze graf funkce se budernykat k vertikalni asympté@x = 1.

Kupodivu nebyva nejobti&Si spd@itat vSechny pdebné limity a derivace, ale
nakreslit pak z vysledkl graf. Jeho konstrukce saejo® za&ina nakreslenim os
ay. Dale zakreslime asymptoty a vyZme body, kterymi funkce prochazi, nulové
body, v naSemifipack [0, 0], stacionarni body0, 0], [2, 4], a gfipadné inflexni body.

Obrazek 13.4: Graf vySetvané funkce

Hledali jsme intervaly, na kterych je funkce kladna neboarég, rostouci nebo
klesajici a konkavni nebo konvexni. Vyplati se réftddefinicni obor funkce na in-
tervaly, kde se funkce chova stéjmapiklad je konvexni, rostouci a zaporna. NaSe
funkce je zaporna, rostouci a konkavni na interatw, 0), zapornd, klesajici a kon-
kavni na(0, 1), kladn4, klesajici a konvexni rfa, 2) a kladn4, rostouci a konvexni na
(2, ). Tyto intervaly najdeme jako priiniky nalezenych inteavptd znaménko, rist
a konvexitu vySdbvané funkce.

Nyni uz vime, Ze graf funkce vyrazi odeo podél asymptotya; (X) = x+ 1, je
zaporny, roste a je konkavni, dokud nedorazi do bfdd]. Odtud klesa po kon-
kavni draze okolo asymptoty= 1 k —oco. Naopak prox tésre vetsi nez 1 pada funkce
z velkych hodnot po konvexni draze do bd@u4|. Nasleduje konvexni rlist Vit ne-
kone&nu a gimknuti k asymptat ax(x) = x+ 1. Vysledny graf najdeme na Obrazku
13.4.
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Poznamkal3.2 V prfikladu jsme vSak zdaleka netgrpali vSechny moznosti, které
mohou nastat proffpadné asymptoty se &mici. Asymptotu vco ma smysl paitat,
jen kdyz
lim f(x) = +oo.
X— =00

V tomto pripaceé se muiZze graf funkce blizit Kipnce se srérnicik # 0. VSimnéme si,
Ze

)!im kx+gq=o0 < k>0,

)!im kx+gq=—o < k<O0.

Pokud pro limitu plati
lim f(x) =ceR,

X—00
asymptota vzdy existuje a méiqupisa(x) = c. Smérnice je v tomto fipace nulova
(k=0).
Pokud bude v ba#l nespojitostic limita zprava (zleva) rovnatco, bude se graf
funkce zprava (zleva)fpmykat k vertikalni asympt@tx = c.

[] cviteni13.3 Najdéte intervaly, na kterych funkce rostou a klesaji:

2X
f(x) =24+x—x4, f(X) =3x—x>, f(X) 12
2Xx—3
— i — ya X —
f(X) = x+sinx, f(x) =xe™", f(x)_4x_5.

[] Resenifunkce na(—w, %> roste, na(%, o) klesdJfunkce na(—o, —1) klesa, na
(—1, 1) roste, n&1, ) klesgJfunkce na(—e, —1) klesa, n&a—1, 1) roste, na1, «)
klesdJfunkce roste n&Rfunkce na(—, 1) roste, na(l, o) klesdlna (—o, 1.25)
roste, ng1.25, ) roste

[] cviteni13.4 Najdéte intervaly, na kterych jsou funkce konvexni a konkavni:

2

f(X) =24+x—x2, f(x) =32 —x3, f(x) =e X

F() =x+sinx, £(x) =xe™, £(x) = ii:i F(x) = V142

[] Resenikonkavni naRIna(—co, 1) konvexnti, ng1, ) konkavnilna(—eo, —4)
konvexni, na(1, \/72) konkavni, na(%z, o) konvexnilna (2km, 2krt+ 1), k € Z kon-
kavni, na(2kmr— 11, 2km), k € Z konvexnina(—c, 2) konkavni(2, «) konvexnilna
(—o0, 1,25) konvexni, ng 1,25, «) konkavnidkonvexni
[] Cviteni13.5 Vysefete prifeh funkci:
2X 1
— — 2 = — = — e —
f(X)=24+x—x2, f(x) =3x—x>, f(X) e f) =x+2,
~ 2x-3
~ 4x-5

f(x) = x2+x—12, f(x)=e™, f(x)

Cf(X) = (x—3)V%

£



[] Reseni.

Graf funkcef (x) =2+ x— X2
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asymptota funkce, 167
asymptota se sétnici, 167

bijekce, 31
celacisla, 1
¢len posloupnosti, 133

definicni obor funkce, 50
definicni obor prorgénné, 39
definiéni obor rovnice, 95
definicni obor zobrazeni, 31
dekadicky logaritmus, 75
derivace funkce, 154
derivace zleva, 155
derivace zprava, 155
disjunkce vyrok, 19
diskriminant, 41

dolni zavora mnoziny, 36
doplrék mnoziny, 25

druha derivace funkce, 161
disledkova Uprava rovnice, 97

ekvivalence vyrok, 19
ekvivalentni Gprava rovnice, 96
elementarni funkce, 59

elipsa, 124

eukleidovskéa vzdalenost, 124
exponencialni funkce, 72

funkce, 49

funkce kotangens, 84
funkce omezena shora, 54
funkce omezena zdola, 54
funkce tangens, 84

Gaussova elimirini metoda, 111
geometricka posloupnost, 133

graf funkce, 49, 50

hodnota vyrazu, 39
hodnota zobrazeni, 31
horni zavora mnoziny, 36
hromadny bod, 29
hyperbola, 126
hypotéza, 18

implikace vyrokd, 19
infimum mnoziny, 37
inflexni bod, 166
injekce, 31

intervaly, 27
inverzni funkce, 88
izolovany bod, 29

jednostrannd limita, 146
jednotka, 27
jednotkova kruznice, 77

kartézska, 31

kartézsky sogin, 30
klesajici funkce, 55
klesajici posloupnost, 134
kon&na mnozina, 35
konjunkce vyrok, 19
konkavni funkce, 165

konvergence posloupnosti, 136

konvexni funkce, 165
koren, 95

kofen polynomu, 40
kruznice, 124
kfizové pravidlo, 6
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kvadraticka funkce, 66

leva strana rovnice, 95

levé redukované okoli, 29
licha funkce, 92

limita funkce, 146

limita funkce zleva, 146
limita funkce zprava, 146
limita posloupnosti, 136
linearni funkce, 59

linearni lomena funkce, 62
logaritmickéa funkce, 74
logické spojky, 19

lokalni maximum funkce, 163
lokalni minimum funkce, 163

maximalni defintni obor funkce, 50
maximum mnoziny, 36
minimum mnoziny, 36
mnozina, 23

mnozZina neomezena, 36
mnoZina neomezena shora, 36
mnoZina neomezena zdola, 36
mnozina omezena, 36
mnozina omezena shora, 36
mnozina omezena zdola, 36
mocnina, 8

mocninna funkce, 69
monotonni posloupnost, 134

negace vyroku, 20
neklesajici funkce, 55
neklesajici posloupnost, 134
neomezena funkce, 55
negima uneérnost, 61
nerostouci funkce, 55
nerostouci posloupnost, 134
nesouélnacisla, 3
nesp@etnad mnozina, 35
nevlastni body realné osy, 34
nevlastni derivace, 155
nevlastni limita, 137
neznama, 95
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obloukova mira thlu, 77
obor hodnot funkce, 50
obor hodnot zobrazeni, 31
obor prongnné, 15
obraz, 31

ohnisko elipsy, 124
ohnisko hyperboly, 126
ohnisko paraboly, 125
okoli, 28

omezena funkce, 54
opanécislo, 4
orientovany uhel, 77

parabola, 125

perioda funkce, 93

periodicka funkce, 93

piny uhel, 77

poCatek soustavy sdadnic, 31
podmnozina, 24

polomér okoli, 28

polynomy jedné pro@nné, 40
posloupnost neomezena, 134
posloupnost neomezena shora, 134
posloupnost neomezena zdola, 134
posloupnost omezena, 134
posloupnost omezena shora, 134
posloupnost omezena zdola, 134
posloupnost realnyctisel, 133
prava strana rovnice, 95
pravdivostni hodnota, 18

pravé okoli, 29

pravy Uhel, 77

prazdna mnozina, 24

promeénna, 15

prosté zobrazeni, 31

prlinik mnozin, 25

prvocislo, 2

predpis funkce, 49

predpoklad ety, 21
prevracené&islo, 6

pfiméa unmérnost, 60

primy dikaz, 21

primy thel, 77



REJSTRIK

prirozenécisla, 1
pfirozeny logaritmus, 75

racionalnicisla, 1

rameno uhlu, 77
realnéacisla, 1

realna osa, 27
redukované okoli bodu, 28
rekurentni zadani posloupnosti, 133
rostouci funkce, 55
rostouci posloupnost, 134
rovnice, 95

rozdil mnozin, 25
rozSfena realna osa, 34

semilogaritmicky tvacisla, 11
sjednoceni mnozin, 24
slozena funkce, 86
sloZzen&islo, 2

sloZené vyroky, 19
sloZzeny zlomek, 6
smeérnice, 60

smiseny zlomek, 6
solLinovy tvar rovnice, 103
soucklnacisla, 3
souadnice, 31

soustava sdadnic, 31
spaetna mnozina, 35
spojita funkce, 146
stacionarni bod funkce, 164
stredova rovnice, 124
stupé polynomu, 40
stumova mira uhlu, 77
suda funkce, 92
supremum mnoziny, 37
surjekce, 31

tvrzeni \ety, 21

uhel, 77
univerzum, 23

vertikalni asymptota, 167
vlastni derivace, 155

vlastni limita, 137
vnejsi funkce, 86
vnitfni funkce, 86
vrchol uhlu, 77
vyrazy, 39

vyrok, 18

vyrokova forma, 21
vzor prvku, 31

zakladni velikost Uhlu, 78
zlomek v zakladnim tvaru, 5
zobrazeni, 31

zobrazeni na mnozinu, 31
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